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1.Introduction

1.1 Le contexte physique

Notre environnement immédiat est essentiellement composé de matiére sous
forme liquide, solide ou gazeuse. Lorsque cette matiére est portée a haute tempé-
rature, la vaporisation, puis la dissociation et finalement 1’ionisation conduisent
a un état de la matiére appelé plasma ou évoluent des populations d’ions et
d’électrons. Sorte de quatriéme état de la matiére les plasmas composent 99% de
I'univers. Un plasma peut étre créé a partir de tout systéme apportant de maniére
efficace et rapide de I’énergie & un échantillon liquide, solide ou gazeux. Les prin-
cipaux procédés sont I'ionisation thermique, photonique, par collision d’électrons
énergétiques ... . Les domaines d’application des plasmas sont nombreux, tant sur
le plan scientifique (la fusion thermonucléaire controlée, I’astrophysique, I'inter-
action laser-matiére, propagation de faisceaux de particules charggées, ...) que sur
le plan technologique (traitement de surfaces et de matériaux, semi-conducteurs,
écrans plasmas, ...). De nombreux ouvrages de références sur la physique des
plasmas existent, aussi nous citons “Physique des plasmas” de J.L Delcroix et A.
Bers [65], et “Principles of plasma physics” de N.A. Krall and A.W. Trivelpiece
[131], a titre d’exemples. Dans un plasma, les charges négatives et positives en
interaction Coulombienne mutuelle, sont soumises & deux effets contradictoires
et complémentaires : une tendance au désordre due & ’agitation thermique et
une tendance a l'organisation due a I’aspect collectif que manifeste 'interaction
Coulombienne. Le compromis entre ces deux tendances peut étre quantifié par
un paramétre sans dimension, le paramétre de couplage I' donné par

<Ep> _ qPo _ ¢
(E.) mv? A4weokgTry’

I' =

ou (E.) = nmw? = nkgT est 'ordre de grandeur de la densité volumique d’énergie
cinétique avec T la température et (E,) = gn@y = 47?5(1027«0 est 'ordre de grandeur
de la densité volumique d’énergie potentielle électrostatique, ol 7y est la portée
des interactions, avec kp la constante de Boltzmann, ¢ la charge de 1’électron
et g¢ la permitivité du vide. Ce paramétre permet de distinguer les plasmas fai-
blement couplés, cinétiques ou idéaux (I' < 1), des plasmas fortement couplés
(' > 1). Ici on ne considérera que des plamas cinétiques, I' < 1 (majorité des
plasmas naturels et de laboratoire), les plasmas fortement couplés relevant de la
physique des milieux condensés. L’un des concepts fondamentaux de la physique
des plasmas cinétiques est celui de la quasi-neutralité et d’écrantage électrique.
En tenant compte du principe phénoménologique selon lequel tout systéme dy-
namique (exceptées les instabilités) évolue de maniére & minimiser les forces qui
I’entrainent, le plasma se réarrange de maniére & annuler la densité volumique
de force de Coulomb qui se traduit par un agencement de charge tel que

ne—Zni%O,

ou n, est la densité électronique, n; la densité ionique et Z 1’état d’ionisation.
Evidemment si la densité volumique de charge était nulle sur toutes les échelles
de longueur il n’y aurait plus d’interactions électriques. En fait il faut considérer

1.1.Le contexte physique
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que n, — Zn; < 1 est un petit paramétre et qu’au dessus d’une certaine échelle
de longueur £ on peut considérer que n, — Zn; = 0. La tendance au désordre
due a I'agitation thermique et la tendance a l’organisation due aux interactions
Coulombiennes collectives permettent au plasma de rester sous forme ionisé,
tout en restant globalement neutre, en créant des conditions s’opposant a la
séparation de charge sur des distances supérieures a une échelle de longueur /¢
et des processus dynamiques plus lents qu’une échelle de temps 7. Une telle
neutralité, dans un volume supérieur a ¢2 et pour une durée supérieure a 7, est
appelée quasi-neutralité car pour des volumes inférieurs a ¢3 et une dynamique
plus rapide que 7, une séparation de charge et un champ électrique peuvent
apparaitre. Il reste maintenant a identifier les deux échelles mésoscopiques £ et
7. La longueur caractéristique ¢ notée \p, s’appelle la longeur de Debye et est

définie par
I Nag2
22 2. coksT,’

a

ou « désigne l'espéce des particules, n, leur densité et 7T, leur température.
Elle correspond a une longueur d’écrantage du potentiel électrique ou encore
a une longueur critique d’interaction collective. Dans une situation statique, la
longueur de Debye correspond a la longueur au dessous de laquelle on peut ob-
server une brisure de la neutralité. Si on considére une sphére de rayon Ap,
centrée sur chaque ion du plasma, & 'extérieur de chacune de ces sphéres le
plasma est quasi-neutre car le potentiel est exponentiellement petit (phénoméne
d’écrantage électrique). Au dessus de cette échelle I'individualité des particules
disparait pour laisser la place a un nuage électronique ou s’exercent des forces
Coulombiennes collectives (ou multiples), & longue portées (ou lointaines), géné-
rées par le mouvement d’ensemble des particules et que I’on matérialise par des
champs moyens électromagnétiques (interaction champ-particules). Ce résultat
est valable si le nombre d’électrons dans la sphére de Debye est trés grand de-
vant 1, i.e., nA3, = é > 1, avec g le paramétre plasma. En prenant rq = Ap
(la portée des interactions est de 'ordre de la longueur de Debye) la condition
g < 1 est équivalente a la définition des plasmas cinétiques, i.e, I' < 1. Lorsque
ro < Ap et nA3, > 1, l'intérieur de la sphére de Debye est une zone non neutre ou
s’exercent des interactions particules-particules de types divers (chocs binaires,
chocs lointains). Pour étudier la dynamique a 'interieur de la sphére de Debye
on introduit la longueur de Landau Az, longueur critique d’interaction binaire
qui représente la distance a laquelle il faut que deux électrons s’approchent pour
que leur énergie d’interaction binaire soit du méme ordre de grandeur que leur
énergie cinétique. Elle est définie par

q2

Ap = ————.
L 47T€0]€BT

Il existe plusieurs modéles pour rendre compte des collisions entre particules :
I'opérateur de Landau, caractérisé par nA\3 ~ 1 et I' < 1 néglige a la fois les
effets collectifs et chocs proches (binaires) pour ne tenir compte que des collisions
lointaines (& faibles déviations). Cependant il apparait une divergence pour les

1.1.Le contexte physique
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grands paramétres d’impact (provenant du potentiel d’interaction Coulombien)
que l’on supprime en faisant la coupure & la longeur de Debye. Cette diver-
gence traduit le role prépondérant des collisions rasantes sur toutes les autres
collisions. Autrement dit le comportement d’une particule arbitraire est plus in-
fluencé par les particules lointaines (grands paramétres d’impact) que par les
particules voisines. Par ailleurs I'intégrale de collision est limitée inférieurement
par les petits paramétres d’impact d’ordre Ay. En fait ’équation de Landau peut
étre vu comme une tentative d’application de I’équation de Boltzmann (équation
modélisant des collisions binaires, & courte portée, pour de faibles densité, ca-
ractérisées par nA\2 < 1 et I' ~ 1, sous ’hypothése de chaos moléculaire dans le
cas des gaz dilués d’atomes ou de molécules neutres) aux plasmas. En effet il est
bien connu dans la littérature (|64, 68|) que I’équation de Landau est obtenue en
supposant que les collisions lointaines ou rasantes sont prépondérantes (ce qui
revient & prendre un nombre infini de particules dans la sphére de Debye, i.e.
nA3, =g~ — 0o, ou & prendre A\p /A, — o0) dans I’équation de Boltzmann.

Il reste maintenant & identifier ’échelle de temps 7. La tendance a la neutralité
est ausi caractérisée par une échelle de temps. Les perturbations ou les processus
lents laissent le temps au plasma de se réorganiser afin de neutraliser les per-
turbations et de demeurer dans 'approximation quasi-neutre. Au contraire les
processus ou les perturbations rapides vont briser la quasi-neutralité, induire une
séparation de charges et créer un sillage d’ondes plasma non-neutre. L’échelle de
temps associée a la réponse électronique (temps nécessaire au plasma pour neu-
traliser une perturbation électronique) est donc 'inverse de la pulsation plasma
w, (ou fréquence de Langmuir) définie comme

2
noq
EoMe

wl =
ol ng est la densité électronique & I’équilibre et m, la masse de I’électron. Si
sur des intervalles de temps ¢ ~ ¢, = 2mw, ! T’équation de Vlasov qui décrit
un comportement collectif du plasma est une bonne approximation de la dy-
namique des particules, pour des temps ¢ ~ t, = v, !, ou ¢, est le temps de
relaxation par collisions (v, est la fréquence de collision) I’équation de Vlasov
n’est plus une bonne approximation des phénoménes physiques en temps long.
Si on ajoute au second membre de 1’équation de Vlasov 'opérateur de collision
de Balescu-Lénard on décrit de facon self-consistante les effets de collisions et
les effets collectifs. I.’équation de Vlasov-Balescu-Lénard qui est un des meilleurs
modéles pour représenter 1’évolution des plasmas cinétiques classiques est carac-
térisé par nA3, > 1 et I' < 1. Le noyau de collision de Balescu-Lénard caractérise
donc l'influence prépondérante des collisions lontaines avec effets collectifs ot le
paramétre d’impact est supérieur ou égal a la longueur de Debye. L’intégrale
ne diverge pas pour les petites déviations angulaires mais pour les petits pa-
ramétres d’'impact. On tronque alors l'intégrale pour les paramétres d’impact
plus petits que Ar. L’équation de Landau qui est obtenue en prenant I’asymp-
totique nA3 — 0 (ou Az — 0), en supposant que la fonction intervenant dans
la définition de la permitivité longitudinale € est en premiére approximation une
Mawellienne isotrope, dans I’équation de Balescu-Lénard, est en général une trés
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bonne approximation. Les équations de Landau et de Balescu-Lénard peuvent
par un changement d’écriture se mettre sous la forme dite de Fokker-Planck dans
laquelle on distingue une force de friction et une matrice de diffusion non linéaires
(dépendant de la fonction de distribution) dans ’espace des vitesses. Si on ex-
prime la force de dérive et la matrice de diffusion en fonction des potentiels de
Rosenbluth, dans certains cas particuliers, comme le cas ot la fonction de distri-
bution est isotrope, en faisant un développement de la fonction de distribution
en polynomes de Legendre et en ne gardant que les premiéres harmoniques, on
peut calculer de maniére explicite les coefficients de transport et obtenir ainsi un
modéle de dérive-diffusion.

Il existe d’autres échelles caractéristiques pour décrire les phénomeémes physiques
prépondérants dans les plasmas : la longueur de London associée a 1’écrantage
magnétique ; la longueur de Kelvin définissant 1’épaisseur de peau résistive; la
vitesse d’Alfven caractérisant la vitesse d’entrainement des ions en réponse a
une perturbation magnétique lorsque cette perturbation cherche a pénétrer un
plasma initialement non magnétisé ou la vitesse caractéristique de propagation
de perturbations magnétiques dans un plasma magnétisé; la vitesse acoustique
ionique caractérisant la réponse ionique & une perturbation lente de la popula-
tion électronique (qui a le temps de préserver la quasi-neutralité) ; le rayon et
la fréquence de Larmor caractérisant le mouvement de giration hélicoidal des
particules autour des lignes du champ magnétique ; et enfin les sections efficaces
intervenants dans les noyaux de collisions qui caractérisent la physique des pro-
cessus de collisions. Pour plus détails sur ces grandeurs on invite le lecteur a
consulter le livre [65] et les références incluses.

Ici, on s’intéressera a des plasmas de type Vlasov, caractérisés par n)3, > 1 et
ve/w, K 1, ot les collisions entre particules sont négligées.

1.2 Le probléme de Cauchy

L’équation de Vlasov décrit 1’évolution d’un systéme de particules chargées
soumises aux forces Coulombiennes collectives, de longue portée, représentées
par des champs électromagnétiques moyens (ou champs auto-consistants) et des
forces extérieures appliquées. La fonction f(¢,,&), qui dépend du temps ¢, de la
position dans I’espace physique z, et de de I'impulsion &, représente la fonction
de distribution des particules dans ’espace des phases. L’évolution de la densité
de particules f(t,z,&), dans 'espace des phases (z,£) € R4 x R%,d=1,...,3 est
donnée par I’équation de Vlasov,

of

qui peut se déduire de I’équation de Liouville (qui exprime la conservation de la
mesure du volume de 'espace des phases lors de 1’évolution du systéme) soit par
la méthode régressive BBGKY qui consiste a établir un systéme infini d’équations
couplées dont chacune décrit 1’évolution d’une fonction de distribution réduite
(obtenue en intégrant la fonction de distribution a N corps), soit par la mé-
thode perturbative de Prigogine et Balescu qui cherche directement une solution
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formelle de 1’équation de Liouville (résolution d’un probléme & valeur initiale)
sous forme de séries dont 'ordre de grandeur des termes dépend de trois para-
métres. Certaines considérations physiques (les corrélations entre particules sont
négligées) permettent alors soit de conserver un nombre fini d’équations de la
hiérarchie BBGKY ou de conserver un nombre fini de termes de la solution de
I’équation de Liouville, conduisant ainsi a ’équation de Vlasov.

Dans le cas classique la vitesse v = v(§) est donnée par

v(&) =¢/m
et dans le cas relativiste par
o) = =21
1+ €2 /m2e?’

ou m est masse d’'une particule et c la vitesse de la lumiére.
Dans le cas ol on considére un couplage avec un champ électromagnétique, le
champ de force F(t,x,&) est donnée par la force de Lorentz

F(t,z,v) = q(E(t,z) + v(§) A B(t, x)), (1.2)

ol le champ électrique E et le champ magnétique B sont solutions des équations
de Maxwell

( OF
E — CertB = ——0],
0B
1
divEk = —p, divB =0.
\ &o

La densité de charge p(t, x) et la densité de courant j(¢,x), termes sources des
équations de Maxwell, sont données par

o) =a [ fnod it =c[ w@ftaE (1)

ou ¢ est la charge d’une particule. Les equations (1.1), (1.2), (1.3) et (1.4) forment
le systéme de Vlasov-Maxwell. Notons que la condition de compatibilité (équation
de conservation de la charge)

dp
ot
qui est nécessaire pour pouvoir résoudre (1.3) est vérifée dés que f satisfait (1.1).
En effet il suffit d’intégrer (1.1) par rapport a &.
Dans le cas ot on considére un couplage avec un champ électrique le champ de
force est donné par

+divj =0,

F(t,z,&) = qE(t, z), (1.5)

ou le champ électrique F dérive d’un potentiel électrostatique qui vérifie I’équa-
tion de Poisson

E(tv :L‘) = _vw¢(t7 .’L'), _50A¢(t7 .’13) = p(t, 33) (16)
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Les équations (1.1), (1.5), (1.6) et (1.4) forment le systéme de Vlasov-Poisson.
En introduisant la solution fondamentale du laplacien —A, dans R¢, donnée par

1 1
d>3
(2 = d)wq [z[42"
G(z) =
1
— In |z|, d=2
2T

wq étant la surface de la boule unité de RY, le potentiel électrique ¢(t,x) et le
champ électrique E(t,x) sont donnés par

;—O(G*p)(t,m), E(t, z) :%

o(t x) = (K * p)(t, z)
ou K = -VG.

Si le flux a(t,z,§) = (v, F(t,z,€)) est suffisament régulier, par exemple
a(t,z,€) appartient a L>([0,T], WH*(R% x R¢, R*?)), alors on peut définir de
maniére unique les courbes caractéristiques (X (¢; s, z, £), Z(t; s, x, £)) associées a
I’opérateur différentiel du premier ordre,

0
a =+ G/.V,

par le systéme d’équations differentielles ordinaires

ax = (4
E(t; s,2,6) = v(E(t s, , ),
Cfi_?(t; S,ﬂ?,f) = F(t,X(t; s, ;L-,é‘), E(t; s, 1, 6)), (17)

X(s;s,2,8) =z, =(s;8,2,8) =&,

ou (X(t;8,2,8),2(t; s,2,€)) désigne la position dans I'espace des phases & I'ins-
tant ¢ d’une particule se trouvant a I'instant s en (z,§).
Avec la régularité sur a supposée précédemment (X (¢; s, z,€),Z(t; s, 2, €)) appar-
tient & €([0, T], W1*°(R2 x ]Rg, R24)).
De plus si a appartient & L>®([0, 7], Wk>(RZ x Rg, R?%)) pour k > 1, alors, pour
tout o dans N?? tel que 1 < |a| < k, 0%(X(¢; s, 7,&),2(t; s, 7, €)) appartient &
%([0,T], L®(R% x R¢,R*®)). Puisque div(,¢a = 0, on peut récrire I'équation de
Vlasov sous forme conservative

of

i divge(af) =0, V(t,z,8) € Rt x R* x RY, (1.8)

avec la condition initiale

Dans [41] il est démontré que si div( ¢ a appartient & L®([0, 7], RS x R{), alors
le jacobien J(t;s,2,£) = det(0w,e (X (t;s,2,£),2(t; s, 2,€)) est uniformément
borné et reste positif V(¢,z,£&) € RT x R? x R

1.2.Le probléme de Cauchy
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D’aprés [174], pour m > 1, si div,ga appartient a L([0,T], W™>®(RZ x
R?)), a appartient a L>®([0,T], W™>°(RZ x R¢,R??)), et si f, appartient &
WmP(RE x RE) alors, la solution classique du probléme (1.8)-(1.9) appartient
a L>([0,T], W™P(R$ x R{)), et est donnée par

[t 2,6) = fo(X (03, 2,6),E(0; 1, 2,€)) J (0 1, 2, £). (1.10)

Cette derniére formule peut s’interpréter de la facon suivante :

La mesure f(t,x,&)dzd est 'image de la mesure fo(x,&)dzd€ par la transforma-
tion (X (0;.,.,.),=Z(0;.,.,.)). Si la mesure du volume des phases n’est pas conser-
vée, la mesure fy(z,&)dxd€, autrement dit la masse, est cependant conservée. Le
fluide est compressible.

Dans le cas de Vlasov, comme div(,¢a = 0, alors on a J =1, et le flot
(X(t;s,.,.),2(t;s,.,.)) conserve la mesure du volume des phases (f décrit un
fluide incompressible) et I’équation (1.10) devient alors

ft,2,8) = fo(X(0;1,2,£),2(0; 2, 2,€)).

Cette derniére équation exprime que la fonction de distribution f est constante
le long des caractéristiques.

Par ailleurs ’existence, ['unicité et la régularité des solutions faibles et clas-
siques du systéme de Vlasov-Poisson et de Vlasov-Maxwell ont été étudiées depuis
plusieurs décénies.

1.2.1 Solutions faibles :

L’existence de solutions faibles pour le systéme de Vlasov-Poisson fut d’abord
établie par Arsenev [7], [8], puis par Illner-Neunzert [119], et enfin généralisée par
Diperna-Lions [69] dans le cadre des solutions renormalisées. Zheng-Majda [218],
et Ping-Qingjiu [165] ont démontré I'existence de solutions pour le systéme de
Vlasov-Poisson lorsque la donnée initiale est une mesure de probabilité, car les
lemmes de moyennes (“velocity averaging lemmas”) développés par Diperna-Lions
pour obtenir un résultat de compacité et par suite la stabilité des solutions faibles
ne peuvent pas s’appliquer. L’existence de solutions faibles pour le systéme de
Vlasov-Maxwell a été démontrée par Diperna-Lions dans [70]|. Pour le systéme
de Vlasov-Maxwell avec conditions aux limites on peut consulter Guo [107]. Pour
un résumé sur l'existence des solutions faibles on peut consulter [41, 71]. Sou-
vent dans les équations aux dérivées partielles non linéaires certaines estimations
a priori sont facilement disponibles. Ces estimations proviennent de quantités
(physiques ou non) qui sont naturellement conservées (énergie, moments, entro-
pie, positivité, norme LP, p € [1,00],...). Le coeur des théorémes d’existence des
solutions faibles globales réside dans la possibilité de passer a la limite dans les
équations grace a ces estimations a priori. L’existence consiste d’abord a obtenir
des suites de solutions réguliéres (pour lesquelles on voudra passer a la limite)
d’un probléme régularisé par un théoréme de point fixe (Banach ou Schauder. En
effet comme le probléme est non linéaire I’existence de solutions pour le probléme
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régularisé se démontre en construisant une suite de solutions d’un probléme li-
néarisé qui converge vers un point fixe d’une certaine application). Pour passer
a la limite on a besoin d’un résultat de stabilité. Celui-ci est difficile a obtenir
car les estimations a priori donnent seulement une convergence faible des suites
de solutions (a une extraction de sous-suite prés). En effet comme les équations
comportent des termes non linéaires la convergence faible ne suffit pas pour pas-
ser & la limite et un résultat de compacité est nécessaire pour effectuer ce passage.
Pour le systéme de Vlasov-Poisson le caractére elliptique de I’équation de Pois-
son permet de récupérer de la régularité sur le champ électrique £, et donc de
la compacité locale en z sur E (théoréme d’injection compacte de sobolev [3| et
[43]). Pour le systéme de Vlasov-Maxwell, les équations de Maxwell ne donnent
pas de régularité elliptique. Pour passer a la limite, on récupére de la compacité
a partir des lemmes de régularité en moyenne (cf [72], [37] et [41]). Néanmoins la
régularité et I'unicité de ces solutions faibles globales sont encore des problémes
ouverts malgré un premier résultat di a Robert [176].

1.2.2 Solutions classiques :

Pour le systéme de Vlasov-Poisson ’existence locale en temps a été établie
par Kurth [133]. L’existence et 1'unicité des solutions classiques ont été démon-
trées par Iordanskii [118] et Cooper-Klimas [54| en une dimension, Ukai-Okabe
[200] en deux dimensions, Bardos-Degond [14] en trois dimensions pour une
donnée initiale petite. Le cas d’une condition initiale symétrique (symétrie sphé-
rique et cylindrique) ou presque symétrique a été traité par Batt [15], Wollman
|207], Horst [116], Schaeffer [184], et le cas relativiste a été traité par Glassey-
Schaeffer [96]. Le cas d’une condition initiale générale, lipschitzienne continue
dans L (L}), a été traité par Pfaffelmoser [161], que I'on trouve sous une forme
simplifiée et optimisée dans Schaeffer [185], et Horst [117]. On présente ici leurs
résultats. Soit ()(¢) la borne maximale du support en vitesse de la fonction de
distribution définie par

Q) =1+sup{lv|:Fz € R®, 7 €[0,4] | f(r,z,v) #0},

alors d’aprés les résultats d’existence locale (voir [15, 116]), f peut étre prolongée
par continuité sur [0,7] pour tout temps 7 fini a condition qu’il existe une
constante C ne dépendant que de T telle que

Q(t) < Cr pour 0 <t <T.

Théoréme 1 Soit fy une fonction positive appartenant ¢ 6, (ensemble des fonc-
tions & support compact contindment dérivables), alors le probléme de Cauchy
pour le systéme de Vlasov-Poisson admet une unique solution dans €y et on a
les estimations

Q1) = O™V §>0 Pfaffelmauser
QE) = O33N, §>0 Schaeffer
Q) = O(tln'/™y¢), Horst

1.2.Le probléme de Cauchy
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Idée de la preuve. La premiére étape de la preuve consiste & obtenir des esti-
mations a priori. D’abord on obtient une estimation sur le champ électrique en
fonction de la densité de charge. Ensuite on obtient une estimation sur le gra-
dient du champ électrique en fonction du gradient de la densité. Si on suppose
que le support en vitesse reste borné en tout temps alors on montre que le champ
électrique est borné et que le gradient de la densité est borné par le gradient de
la fonction de distribution. Par conséquent le gradient du champ électrique est
borné par le gradient de la fonction de distribution. En dérivant 1’équation de
Vlasov par rapport aux variables de ’espace des phases et en I'intégrant par rap-
port au temps on obtient une borne sur le gradient de la fonction de distribution
en fonction d’une intégrale en temps d’une quantité dépendant du gradient du
champ électrique et de la fonction de distribution. Cette derniére estimation et
I’estimation sur le gradient du champ électrique en fonction du gradient de la
fonction de distribution permet & partir d’'une inégalité de Gronwall d’obtenir
une borne de la fonction de distribution et du champ électrique dans €.
Ensuite on construit une suite de solutions & partir d’'un probléme de Vlasov-
Poisson linéarisé. Les estimations a prior: permettent d’obtenir des bornes uni-
forme sur le champ électrique et la fonction de distribution dans €. L’injection
compacte de €' dans €° permet de montrer que la suite de solutions converge
dans %°. Pour passer a la limite dans le probléme linéarisé il faut que la suite
converge dans ¥*. En utilisant les estimations a priori précédentes on peut mon-
trer que la suite est de Cauchy dans 4 et donc on peut passer a la limite dans le
probléme régularisé. Il reste alors & montrer que le support en vitesse est borné
pour tout temps fini. Le contréle du support en vitesse est basé sur la borne de
I’énergie, la théorie des caractéristiques et un découpage de I’espace des vitesses
trés technique. Pour plus de détails voir le résumé de F. Bouchut dans [41] ou le
livre de R. Glassey [95]. m

Enfin dans Lions-Perthame [140] il est prouvé que les moments d’ordre élevé

en vitesse i.e. / / f |U|kdvdx, de I’équation de Vlasov-Poisson sont propagés.

Cette propriété permet sous des conditions de régularité plus faibles que celles
de Pfaffelmoser (la preuve repose sur la finitude des moments d’ordre strictement
supérieur a trois, £ > 3, la construction de caractéristiques définies presque par-
tout, et sur diverses estimations a priori pour le champ électrique) d’obtenir
Pexistence de solutions fortes (’équation de Vlasov n’est plus satisfaite au sens
classique car la régularité de la solution n’est pas suffisante, elle est satisfaite
au sens des distributions) et de déduire de nouveaux résultats de régularité et
d’unicité pour les solutions classiques et d’améliorer les résultats sur la régularité
des solutions faibles.

En ce qui concerne le systéme de Vlasov-Maxwell dans R3 x R3, Glassey et
Strauss [95, 100] ont montré, comme dans le cas de Vlasov-Poisson, que ’exis-
tence d’une solution classique globale se réduit au controle des grandes vitesses.
L’estimation du support en vitesse reste un probléme ouvert pour le systéme de
Vlasov-Maxwell posé¢ dans R3 x R3. Dans le cadre du systéme de Vlasov-Maxwell
les problémes 1-2 dimensionel (1z, 2v) et 2-3 dimensionel (2z, 3v) ont été résolus
par Glassey, Strauss et Schaeffer, [98], [97], [100] et [101] dans le cas relativiste.
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Wollman [208] traite le cas de solutions locales dans le cas classique, enfin Degond
[62] et Asano [10] prouvent l’existence locale en temps et 'unicité de solutions
fortes pour le systéme de Vlasov-Maxwell classique.

1.3 Résumé de la thése

Cette thése contient deux grandes parties. La premiére partie concerne I'étude
mathématique de plusieurs méthodes de type semi-Lagrangien pour la résolution
numérique du systeéme de Vlasov-Poisson. La seconde partie traite de la construc-
tion de nouveaux schémas numeériques de type semi-Lagrangien sur des maillages
non structurés et adaptatifs de ’espace des phases.

1.3.1 Etude mathématique de quelques schémas de type
semi-Lagrangien pour le systéme de Vlasov-Poisson

On considére le modéle de Vlasov-Poisson & une dimension (z,v) avec condi-
tions aux limites périodiques en x. Le premier résultat concerne la convergence
d’un schéma semi-Lagrangien sur un maillage non structuré, en I'occurence une
triangulation de 1’espace des phases. L’intégration en temps est approchée par
un splitting de Strang qui consiste a décomposer 1'opérateur de transport issu
de ’équation de Vlasov (le transport libre plus le transport dans un champ d’ac-
célération) en plusieurs opérateurs de transport de dimension inférieure pour
lesquels on sait intégrer exactement les courbes caractéristiques. La résolution
dans I'espace des phases est assurée par une méthode semi-Lagrangienne conju-
guée a un opérateur d’interpolation de Lagrange pour I'approximation spatiale.
La résolution du champ électrique est obtenue en utilisant le noyau de Green
correspondant a 1’équation de Poisson. On montre la convergence de la fonction
de distribution approchée f,(t,x,v) et du champ électrique approché Ej(t,x)
vers la solution du probléme continu (f, E). On a considéré plusieurs cas selon la
régularité des données initiales. Dans le cas ot fy € 67, (Rz X IR,), ensemble
des fonctions deux fois contintiment différentiables périodiques en z et a sup-
port compact en v, on montre la convergence de la fonction de distribution et du
champ électrique en norme L* avec une vitesse de convergence en O (h,4/ 3). Dans
le cas ol f, appartient & W1 et est & support compact on montre un résultat
de convergence avec des estimations d’erreur en O(h'~¢), oi1 0 < ¢ < 1. Enfin on
montre aussi la convergence de (f5, Ep,) vers (f, E) dans le cas ou f; appartient a
Whee et lorsque le support en vitesse n’est plus un compact mais R tout entier.
La vitesse de convergence est en O(h' ¢) evec 0 < € < 1. Les démonstrations re-
posent sur la théorie des caractéristiques et I’étude de la stabilité de 'opérateur
d’interpolation. Toutes les estimations a priori peuvent étre établies pour les
opérateurs de Lagrange de degré quelconque définis sur un triangle. Cependant
la seule estimation qui ne se généralise pas au degré quelconque est le résul-
tat de stabilité concernant I'opérateur d’interpolation. En effet le phénoméne de
Runge qui traduit le fait que l'interpolant de Lagrange d’ordre élevé présente
des oscillations artificielles au bord de I’élément fini (ici un élément de forme
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triangulaire), dont 'amplitude croit avec le degré du polynéme, rend la stabilité
L inaccessible. Aussi le cadre fonctionnel L? semble plus adapté a I’étude de la
convergence des schémas d’ordre élevé. L’étude de schémas d’ordre élevé est trés
importante. En effet, contrairement aux équations hyperboliques non linéaires
issues de la dynamique des gaz ol on sait que la regularité des données initiales
peut étre perdue au cours du temps (apparition de chocs), pour les systémes de
Vlasov-Poisson ou Vlasov-Maxwell qui sont encore des équations hyperboliques
non linéaires la théorie sur I’existence des solutions classiques montrent que si la
donnée initiale est réguliére et a support compact alors elle reste réguliére et a
support compact en tout temps. Malheureusement il n’existe pas d’outil mathé-
matique adapté pour étudier la stabilité des opérateurs d’interpolation définis
sur des maillages non structurés. Par contre dans le cas de grilles cartésiennes
de 'espace des phases, I’analyse de Fourier (séries de Fourier) fournit un outil
commode pour établir la stabilité des opérateurs d’interpolation d’ordre élevé.
Aussi on a montré que dans le cas oti on choisit un polynéome d’interpolation de
Lagrange symétrique de degré m, 0 < m < 5 la solution du schéma numérique
converge vers la solution du probléme continu en O(h™). La démonstration pour
m quelconque est en cours de développement. Pour obtenir un ordre de conver-
gence élevé il faut, bien entendu, que la solution du probléme continu soit assez
réguliére, typiquement m fois continiiment différentiable. On a étendu ce type de
résultat de convergence dans les cas ol on reconstruit la fonction de distribution
avec des B-splines d’ordre élevé et certaines classes d’ondelettes ayant de bonnes
propriétés de stabilité et d’approximation d’ordre élevé dans L?. Le résultat de
stabilité dans le cas d’une base de polynomes de Lagrange symétriques indique
que la stabilité L? de I’opérateur d’interpolation a lieu seulement dans une cer-
taine région contenue dans 1’élément fini et non pas sur tout 1’élément. Aussi
dans le cas de maillages triangulaires et plus généralement de n-simplexes on
ne peut obtenir la stabilité L? qu’au prix de nombreuses difficultés techniques.
En effet pour chaque triangle du maillage que 1’on appellera triangle pére, il
faut déterminer un triangle fils dont la région de stabilité L? contient le triangle
pére qui est lui méme contenu dans le triangle fils. Ensuite on définit 'opérateur
d’interpolation sur le triangle pére comme la restriction sur le triangle pére de
I’opérateur d’interpolation défini sur le triangle fils. Cependant s’il est possible
de déterminer cette région de stabilité lorsque 1’élément fini est un intervalle ou
plus généralement un n-rectangle, dans le cas d’un triangle et d’un n-simplexe la
preuve est trés difficile car a ce jour il n’existe pas d’outil mathématique adapté
a l’étude de la stabilité L? lorsque 1’espace des phases est approché par des n-
simplexes. Enfin on a montré la convergence d’'une méthode semi-Lagrangienne
avec propagation de gradients. Comme les schémas basés sur une interpolation
de Lagrange (dans le cas d’une triangulation) ont un ordre de consistance élevé
mais sont instables, pour obtenir des schémas d’ordre élevé et stables on utilise
des schémas de type Hermite qui font intervenir non seulement la valeur de la
fonction de distribution mais aussi son gradient. La connaissance des gradients
fournit non seulement une reconstruction d’ordre élevé mais aussi stable car elle
permet de mieux controler les oscillations de la fonction de distribution. Cepen-
dant il reste a trouver une équation sur le gradient de f pour pouvoir le propager
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a l'instar de la fonction de distribution. Cette équation est obtenue en prenant
le gradient de 1’équation de Vlasov qui conduit & prendre aussi le gradient de
I’équation de Poisson car la propagation de V f nécessite le gradient du champ
de force accélérateur. On a obtenu un premier résultat pour ce type de méthode
dans le cas ou on approche l’espace des phases par une grille. L’étape la plus
délicate reste la démonstration de la stabilité de ’opérateur d’interpolation en
norme H'.

1.3.2 Meéthodes numériques pour I’équation de Vlasov sur
des maillages non structurés et adaptatifs de I’espace
des phases a plusieurs dimensions.

Cette partie est consacré a la construction de schémas numériques pour la ré-
solution de ’équation de Vlasov sur des maillage non structurés et des maillages
adaptatifs de ’espace des phases. On s’est d’abord intéressé au modéle de Vlasov-
Poisson & une dimension (z, v) avec conditions aux limites périodiques en z. Pour
résoudre ce probléme lorsque le domaine de 1’espace des phases est approché par
une triangulation on a construit des schémas de type semi-Lagrangien avec pro-
pagation de gradient. L’algorithme peut se résumer ainsi : on suppose que 1’on
connait une approximation de la fonction de distribution au temps ¢". On évalue
la fonction de distribution et ses dérivées partielles en espace et en vitesse a I’ori-
gine de la courbe caractéristique associée au transport libre se terminant en un
point du maillage au temps ¢"*'/2 avec un schéma d’interpolation de type Her-
mite. On obtient ainsi un approximation de f au temps t"*'/2. Pour obtenir une
approximation au ¢"*'/2 du gradient de f on combine I’approximation des déri-
vées partielles en espace et en vitesse. Cette combinaison des dérivées partielles
est obtenue en dérivant la solution transportée ou en résolvant par une technique
de splitting I’équation de transport obtenue en prenant le gradient de 1’équation
de Vlasov. Ensuite on intégre en vitesse I’approximation de la fonction de distri-
bution et de sa dérivée partielle par rapport & = au temps t"*1/2, afin d’obtenir
la densité de charge et le gradient de la densité de charge. On résout ensuite le
probléme de Poisson dont le terme source est la densité de charge pour obtenir
une approximation du champ électrique au temps ¢"%/2. On résout un second
probléme de Poisson, obtenu en dérivant le probléme de Poisson initial, et dont le
terme source est le gradient de la densité. On obtient ainsi une approximation du
gradient du champ électrique. Ensuite on évalue la fonction de distribution et ses
dérivées partielles en espace et en vitesse a ’origine de la courbe caractéristique
se terminant en un point du maillage au temps t"*! et associée au transport ac-
céléré, a partir du champ d’accélération et de son gradient (déterminé a I’étape
précédente) avec un schéma d’interpolation de type Hermite. On obtient ainsi
une approximation de f au temps t"*!. Pour obtenir une approximation au temps
t"*1 du gradient de f on combine 'approximation des dérivées partielles en es-
pace et en vitesse. Enfin pour obtenir une approximation en temps en O(At#?)
on renouvelle I’étape de transport libre. Les schémas d’interpolation d’Hermite
que l'on a considéré sont les suivants : HR (Hermite Réduit), HCTR (Hseigh-
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Clough-Tocher Réduit), HCTC (Hseigh-Clough-Tocher Complet), NCO (Nielson
%°), NC1 (Nielson €'), GD (Ganev-Dimitrov). Afin d’obtenir un algorithme po-
sitif et conservatif on exprime la solution comme une combinaison locale linéaire
d’une solution d’ordre faible (linéaire) et d’ordre élevé. Les coefficients des combi-
naisons linéaires locales sont alors solution d’un probléme d’optimisation linéaire.
On a d’abord validé la méthode sur des cas tests classiques de la physique des
plasmas, a savoir I’amortissement Landau dans le régime linéaire, I’amortisse-
ment Landau dans le régime non linéaire et l'instabilité double faisceaux. On a
mené une étude comparative des diverses reconstructions envisagées dans le cas
conservatif ou non conservatif. Ensuite on a étendu la méthode au cas du modéle
paraxial axisymétrique qui nous a conduit a construire un code paralléle & trois
dimensions dans l’espace des phases (7, v,, vg). Ce code nous a permis d’étudier la
propagation de faisceaux de particules chargées dans une chaine de focalisation
uniforme et de montrer 'existence de phénomeémes physiques fins comme la for-
mation du halo, couronne de particules de faible densité qui entoure le coeur du
faisceau. Afin d’étudier des faisceaux plus réalistes obtenus dans des chaines de
focalisation périodique ou FODO (quadrupole magnétique ou quadrupole élec-
trique) on a étendu la méthode au cas paraxial non axysimétrique et construit
un code paralléle & quatre dimensions dans I’espace des phases (z,y, v, vy). En
effet dans le cas d’un canal FODO, par exemple, la focalisation se fait par une
succession de focalisations dans une direction et de focalisations dans la direction
transverse et inversement. Par conséquent l'invariance par rotation de la fonc-
tion de distribution n’est plus respectée et le probléme doit étre étudié dans le
plan transverse complet c’est-a-dire en (z,y, v;, v,). La premiére étape a été de
valider le code 4D dans le cas ou la fonction intiale est invariante par rotation.
Par ailleurs on a aussi reproduit le cas test de I’amortissement Landau dans le
régime linéaire. Finalement on a mis en oeuvre une méthode adaptative basée sur
une analyse multi-résolution par ondelettes. En effet, si les méthodes Euleriennes
(sur un maillage de I’espace des phases) sont plus précises que les méthodes par-
ticulaires, elles restent néanmoins peu efficaces dans les cas réalistes lorsqu’elles
utilisent un maillage fixe. L’idée est de développer des méthodes numériques qui
prennent en compte le plus grand nombre d’échelles physiques possible. L’utili-
sation des méthodes de raffinement adaptatif ou évolutif de maillage semble étre
une bonne stratégie pour suivre le développement des structures microscopiques
et donner une bonne approximation des phénoménes physiques macroscopiques.
Pour intégrer ’équation de Vlasov on a utilisé une méthode semi-Lagrangienne
avec splitting d’opérateur et la fonction de distribution est décomposée sur une
base d’ondelettes interpolantes (interpolettes). L’analyse multi-résolution par on-
delettes est trés bien adaptée car la structure du maillage et la représentation
multi-échelle de la fonction de distribution sont directement reliées. On a validé
cette méthode sur le cas test du cylindre fendu tournant et sur la propagation de
faisceaux axisymétriques (Gaussiens et semi-Gaussiens) dans I’espace des phases

((r; or)).
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2.1 Introduction

La résolution numérique de 1’équation de Vlasov est la plupart du temps
réalisée par des méthodes Lagrangiennes comme les méthodes particulaires (Par-
ticles In Cell ou méthodes PIC). Ces méthodes consistent & approcher la fonction
de distribution par une description particulaire c¢’est-a-dire par un nombre fini
de macro-particules numériques (somme de dirac ou de dirac régularisés par
une fonction cut-off qui sont pondérés par des poids représentant la densité de
particule). Les trajectoires de ces particules sont calculées a partir des courbes
caractéristiques données par 1’équation de Vlasov. Les champs auto-consistants
sont calculés via les équations de Poisson ou de Maxwell ol les termes sources
que sont la densité de charges et de courant sont obtenus en projetant les poids
de la fonction de distribution sur un maillage de 1’espace physique (pour plus
de détails voir [38]). Bien que ces méthodes donnent des résultats satisfaisants
avec un petit nombre de particules, il est bien connu que le bruit numérique
inhérent aux méthodes particulaires devient trop important pour permettre une
description précise des queues de distribution qui jouent un role essentiel dans la
propagation des faisceaux de particules chargées. Pour remédier a ce probléme,
des méthodes Eulériennes qui consistent a discrétiser I’équation de Vlasov sur un
maillage de I’espace des phases ont été proposées. Par exemple, les méthodes de
volumes finis qui sont connues pour étre des méthodes robustes et peu cotiiteuses
ont été implémentées par Boris-Book (Flux Corrected Transport, FCT)[40]. Ce-
pendant les schémas de types volumes finis sont d’ordres faibles, dissipatifs et
limités par des conditions CFL (Courant-Friedrichs-Lewy). Récemment Mineau
(Flux Balanced Method, FBM) [147], Fijalkow [84] et Filbet-Sonnendriicker (Po-
sitive and Flux Conservative, PFC) [87] se sont affranchis de la condition CFL
en introduisant les courbes caractéristiques dans les schémas de types volumes
finis. D’autres méthodes Eulériennes comme les méthodes semi-Lagrangiennes
peuvent étre dans certains cas particuliers interpréter comme une version locale
des méthodes Galerkin-characteristic [28, 29| qui ont été dévelopées pour ré-
soudre des problémes de convection-diffusion [73, 166, 111]. Les méthodes semi-
Lagrangiennes ont été introduites il y a une dizaine d’années pour les problémes
d’advection intervenant dans divers modéles météorologiques et de dynamique
des fluides [196, 195, 176, 48] qui peuvent étre formulés comme des systémes de
Liouville abstraits (ALS). Les schémas semi-Lagrangiens d’advection essaient de
réunir & la fois les avantages des schémas d’advection Eulerien et Lagrangien,
tout en essayant d’améliorer leurs inconvénients. Les schémas Eulerien d’advec-
tion ont de bonnes propriétés de résolution, mais la condition CFL, qui est une
condition nécessaire pour obtenir la stabilité numérique, conduit souvent a des
pas de temps trés restrictif. D’un autre coté, les schémas d’advection Lagrangiens
permettent d’utiliser des pas de temps plus larges, mais ont le désavantage qu’un
ensemble de particules régulierement réparties au départ évolue générallement
vers une distribution de particules dont la répartition est fortement irréguliére
(déformation Lagrangienne), ce qui implique que des caractéristiques important
du flot Lagrangien peuvent ne pas étre pas bien décrits. Les méthodes semi-
Lagrangiennes utilisent un maillage Cartésien régulier et différents ensembles de
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particules. A chaque pas de temps l'ensemble des particules est choisi de telle
sorte qu’elles arrivent exactement aux points du maillage a la fin du pas de temps
et sont advectées grace aux courbes caractéristiques du systéme de Liouville abs-
trait. Plus précisément la méthode consiste & calculer directement la fonction
de distribution du ALS sur une grille Cartésienne fixe de ’espace des phases
alors que le caclcul se fait en intégrant les courbes caractéristiques en arriére
a chaque pas de temps en interpolant la valeur de la fonction de distribution
au pied de la caractéristique. Dans certaines applications récentes des méthodes
semi-Lagrangiennes au systéme de Vlasov-Maxwell relativiste [23, 24, 193], une
méthode d’interpolation par splines cubique est utilisée, I'interpolation linéaire
étant trop diffusive. Les méthodes semi-Lagrangiennes ont été implémentées de
maniére performantes en utilisant des calculateurs paralléles [194] et donnent de
grands espoirs pour déterminer de maniére précises les structures de la fonction
de distributions dans des régions ou la densité est faible.

On a étendu cette méthode sur des maillages non structurés avec différents opé-
rateurs d’interpolation locaux et d’ordre élevé avec la possibilité de conserver la
positivité et la masse en introduisant une combinaison linéaire d’une solution
d’ordre faible et d’ordre élevé tempérée par un coefficient limiteur. Ici on mon-
trera la convergence de la méthode pour 'opérateur d’interpolation le plus simple
a savoir 'opérateur d’interpolation de Lagrange d’ordre un. D’autres opérateurs
d’interpolation sur des triangles, plus compliqués qui nécessitent la connaissance
de la fonction de distribution et de son gradient ont été implémentés avec succés
(cf chapitre 3). Cependant il n’est pas aisé d’obtenir une preuve mathématique
de la convergence de ces méthodes car on transporte non seulement la fonction de
distribution mais aussi son gradient. L’étape la plus difficile est 'obtention d’'un
résultat de stabilité en norme WP pour l'opérateur d’interpolation. En particu-
lier 1a stabilité H' est difficile & obtenir car I’outil mathématique qu’est I’analyse
de Fourier est trés bien adapté au cas des grilles mais il ne ’est pas lorsque le
domaine de calcul est approché par une triangulation. Il reste a construire un
outil adapté au cas des maillages non structurés.

On montrera la convergence de plusieurs classes de schémas semi-Lagrangiens
d’ordre élevé lorsque le domaine de I'espace des phases est approché par une
grille. La premiére classe de schémas est obtenue en considérant l'interpolation
de Lagrange symétrique de degré élevé. Ensuite on considérera des reconstruc-
tions de type B-splines d’ordre élevé et des reconstructions a partir d’ondelettes
ayant de bonnes propriétés d’approximation et de stabilité L2. Finalement on
montrera la convergence d’un schéma de type semi-Lagrangien avec propagation
de gradient sur une grille de I'espace des phases. La stabilité H' est obtenue en
utilisant ’analyse de Fourier.

Plusieurs auteurs se sont penchés sur la convergence de méthodes numériques
pour le systeme de Vlasov-Poisson ou de Vlasov-Poisson-Fokker-Planck. Un des
premiers travaux sur la convergence des méthodes particulaires en une dimension
est du & H. Neunzert, J. Wick [158]. P.-A. Raviart et G.-H. Cottet [57] ont pré-
senté une analyse mathématique d’une méthode particulaire pour résoudre le sys-
téme de Vlasov-Poisson en une dimension. De nombreux auteurs dont H.D. Vic-
tory, J. Havlak et S. Wollman ont établi la convergence de méthodes particulaires
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pour le systéme de Vlasov-Poisson multi-dimensionel [201, 202, 203, 209, 210]. Ils
ont aussi montré la convergence de méthodes particulaires déterministes et proba-
bilistes pour le systéme de Vlasov-Poisson-Fokker-Planck [204, 205]. J. Schaeffer
[185] a montré la convergence d’un schéma de différences finies pour le systéme
de Vlasov-Poisson-Fokker-Planck a une dimension sur une grille de ’espace des
phases. L’analyse de convergence d’une méthode particulaire pour le systéme de
Vlasov-Maxwell relativiste a été réalisé par R. Glassey et J. Schaeffer [99]. En-
fin F. Filbet [85] & montré la convergence d’un schéma de volumes finis pour le
systéeme de Vlasov-Poisson a une dimension sur une grille de ’espace des phases.

2.2 Le probléme continu

On considére un plasma non collisionel de particules chargées (électrons et
ions) a une dimension. On prend en compte le champ électrostatique auto-
consistant et on néglige le champ magnétique. Comme l'inertie des ions est trés
grande par rapport a celle des électrons on considére que les ions forment un
fond neutralisant uniforme.

On désigne par f(t,z,v) > 0 la fonction de distribution des électrons dans ’es-
pace des phases (avec une masse, une charge et une permitivité normalisées & un)
et par E(t, x) le champ électrique auto-consistant. Le systéme de Vlasov-Poisson

s’écrit of o/ o7
it I - = 2.1
5 T Vg, TE2)5- =0, (2.1)

E

2 t,) = ol ). (2.2

ou la densité de charge p = p(t, z) est définie par

+oo
p(t,x) = flt,z,v)dv— 1.

On considére un plasma périodique de période L. Alors dans (2.1) et (2.2) on
axz € |[0,L],v e R,t>0,et les fonctions f et E satisfont les conditions aux
limites périodiques

f(t,0,v)=f(t,L,v) veR t>0, (2.3)

E(t,0)= E(t,L) t>0. (2.4)

Pour (2.2), la condition (2.4) est équivalente a

%/L /+Oof(t,x,v)dvdx =1. (2.5)
0 —00

Cette condition peut se récrire comme

L
/ p(t,z)dz =0,
0
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et signifie que le plasma est globalement neutre. Afin d’avoir un probléme bien
posé on ajoute aux équations (2.1)-(2.4) la condition suivante :

L
/ E(t,z)dz=0, t>0 (2.6)
0

qui signifie que le champ est & moyenne nulle et la condition initiale
f(0,z,v) = fo(z,v), z€]0,L], veR (2.7)

On peut donner une formulation équivalente et plus appropriée du systéme de
Vlasov-Poisson avec conditions aux limites périodiques (2.1)-(2.4), (2.6),(2.7) en
introduisant le champ électrostatique ¢ = ¢(t, x) tel que

E(t,z) = —%(t, x). (2.8)

La condition (2.6) implique que
¢(t,0) = ¢(t, L).

Puisque ¢ est connu a une constante additive prés, les équations (2.2) et (2.6)
peuvent étre remplacées par

82¢ +00
—w(t, T) = - ft,z,v)dv—1, z€l[0,L], t>0 (2.9)
5(t,0) = §(t, L), 130, (2.10)

Si on désigne par G = G(z,y) la fonction de Green associée a notre probléme,
c’est-a-dire pour y €]0, L[, G(.,y) est solution de

O e =oa—y) el

G(0,y) = G(L,y)

ol ¢ est la distribution de Dirac. Alors G' est donné par

x(l—g) 0<z<y

L

G(z,y) = .
yl-7) y<a<L.

Puisque ¢, solution des équations (2.9)-(2.10), est donnée par

ot = [ G ([ st mi=1)ay

o

on obtient

Bt z) = /OL K(z,y) ( _:o F(t,y, v)dv — 1) dy (2.11)
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ou

Y

=-1) 0<z<y
oG (L

I y<z< L.

Aussi, une formulation équivalente du probléme est de trouver f et E vérifiant
les équations(2.1) et(2.11), avec les conditions aux limites (2.3), (2.4) (ou (2.5))
et la condition initiale (2.7). Par ailleurs si on prend la dérivée de (2.12) au sens
des distributions on obtient
0K 1
— =——90(x—y). 2.13
Y (@,y) =7 —d(z~y) (2.13)
D’un autre coté, si on intégre (2.1) par rapport & v on obtient 1’équation de
conservation de la charge
dp 95
4 L =
at  Ox

ol j = j(t,x) est le premier moment de f, c’est-a-dire la densité de courant

0 (2.14)

j(t,x) = /_+Oo vf(t,z,v)dv.

o0

Gréce a I’équation (2.14), la dérivée de (2.11) par rapport a ¢, donne

OF L dp L 07
-~ - | K e - | K 2]
5 (t,z) /O (z,y) Y (t,y)dy /0 (z,y) 9 (t,y)dy,

et finalement grace a (2.13) on obtient

%_f(t, 2) = %/0 it )dz — j(t 7). (2.15)

Les équations (2.1), (2.2) et (2.15) forment le systéme d’équations de Vlasov-
Maxwell avec un champ magnétique nul.

En outre, si le champ électrique E est assez régulier (continu et lipschitzien en
espace) on peut résoudre les équations (2.1), (2.3) et (2.7) dans un sens classique
comme il suit (pour I'existence, I'unicité et la régularité des solutions du systéme
différentiel suivant on invite le lecteur a lire les références [41] et [174]). On
considére le systéme différentiel du premier ordre

dX

—(t;s,z,v) = V(t;s,z,v0),
dt 2.16
%(t;saxﬂj) = E(t,X(t;S,.’E,U))

et on désigne par t — (X (¢;s,2,v),V(t; s,z,v)) les courbes caractéristiques qui
sont solutions de (2.16) avec la condition initiale

X(s;s,z,0) =z V(s;s,z,v) = v. (2.17)

2.2.Le probléme continu
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Alors la solution du probléme (2.1), (2.7) est donnée par
ft,z,v) = fo(X(0;t,z,v),V(0;t,z,v)), =z, veR, t>0. (2.18)

On remarque que la périodicité en z de fo(z,v), et E(t, z) implique la périodicité
en z de f(¢,x,v). De plus, comme

(X, V)
=1,
(z,v)
on obtient
1 L —+o0 1 L —+o00
—/ / f(t,z,v)dvdx = —/ fo(z,v)dvdx = 1.
L 0 —00 L 0 —00

Ainsi, suivant les considérations précédentes, une forme équivalente du probléme
de Vlasov-Poisson avec conditions aux limites périodiques est de trouver le couple
(f, E), assez régulier, périodique par rapport a z, de période L, et vérifiant les
équations (2.11), (2.16), (2.17) et (2.18).

2.2.1 Définitions et notations

Maintenant on introduit des notations classiques. Si IN représente ’ensemble
des entiers non négatifs, un multi-entier o est un n-tuple d’entiers positifs o :=
(1, .., ), @; € Ny i =1,...,n. On a alors les définitions suivantes

la] = a1 + ... + a,
D* =07} ...0;".
Soit 2 un domaine de R™. Pour tout entier non négatif m soit €™ (2) I’espace vec-
toriel contenant les fonctions contiues ¢ dont les dérivées partielles D%¢ d’ordre
|a| < m sont continues sur 2.
On définit 6™ (2), l'espace vectoriel de toutes les fonctions ¢ € €™ (Q2) pour
lesquelles D%¢ est borné et uniformément continue sur Q pour 0 < |a| < m.
%" (Q) est un espace de Banach doté de la norme
m(g) = max sup |D%p(z)].
@llapo) = maxsup | D6(2)
On définit € (£2) comme le sous-espace de %,"(2) contenant les fonctions ¢ pour
lesquelles, avec 0 < || < m, D*® a un support compact dans €.
Si 0 < A <1, on définit €™ () comme le sous-espace de €™ (£2) contenant les

fonctions ¢ pour lesquelles, avec 0 < || < m, D%¢ satisfait sur 2 une condition
d’ Holder d’exposant A, c’est-a-dire, qu’il existe une constante K telle que

|D%¢(z) — D¢(y)| < K|z —y|*, z,y € Q.

€™ () est un espace de Banach muni de la norme

- |D*¢(z) — D*¢(y)|
[8lhemsio) = ol + max  sup ==

TFy
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Pour toute fonction ¢ : R* — R on définit

T,y €Q |.’E - y|
TFY

Lip(©?) = {¢: R* — R | Lip(¢) < o0}

est un espace de Banach muni de la norme

@] |Lip) = |#]lgo1 ()

On définit €57, (g, X Q1) comme le sous-espace 6;"((2) contenant les fonc-
tions ¢ qui sont périodiques par rapport a la variable z; et bornées par rapport
aux autres variables. On définit aussi 677, (Qy, X Q,_1) comme le sous-espace
de €"(Q2) contenant les fonctions ¢ qui sont periodiques par rapport a la variable
x; et & support compact par rapport aux autres variables.

On désigne par LP(2), 1 < p < oo, 'espace de toutes les classes d’équivalence
des fonctions a valeurs réelles et Lebesgue-mesurables telles que / |p|Pdz < +o0.
Q

Soit LP(2) 'espace de Banach doté de la norme

1/p
\|¢||Lp<m={ / |¢|de} Cl<p<oo
Q

||]|ze () = supess [¢(z)].
2€QN

On notera L2(Q2) 'espace des fonctions de LP(2) & support compact dans €.
On désigne par W™P(Q) I'espace de Sobolev contenant les fonctions ¢ qui, avec
ses dérivées partielles D¢ prises au sens des distributions et d’ordre |a| < m
appartiennent a ’espace LP(£2). Si on définit la semi-norme comme

1/p

|¢\ka(n) = Z ‘Dafﬁﬁp(g) , 1<p<oo,
la|=k

[Plwroo() = |n‘1ax sug ess | D%p(2)|
zE

on équipe 'espace W™P(Q) de la norme

1/p
||¢||Wm’p {Z ‘¢|Wk P(Q) } ) 1 S p < &,

||¢||W’”°°(Q) = Olg}cix kaoo Q)
On utilisera la notation H™ = W™2, Soit X un espace de Banach muni de la
norme ||.||x. On notera W/P(Q2) I’espace des fonctions de W™P(2) a support
compact. On désigne par €™(0,7; X), 0 < T < 400, 'espace des fonctions m
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fois continument différentiables de (0,7") dans X et par LP(0,7; X) 'espace des
fonctions fortement mesurables ¢ : ¢ — ¢(t) de (0,7) dans X. Alors on définit
les normes,

|9[lz0,r:x) = sup [[¢(t)]|x

t€[0,T]
m
dk¢
16lm@ax) =) gk :

T 1/p
P { / ||¢(t>uszdt} 1<p<oo,
0
||@]|Loo0,r;x) = sup ess |[o(t)]|x-
o<t<T

On introduit aussi 'espace (*°(0,7"; X') définit par

1°(0,T;X) := {f:{to,...,tM}%X\ [ f |0, x) = max Hf(t")HX<oo}

1<n<M

ou X désigne 'espace fonctionnel (dans notre contexte X sera souvent LP, p €
[1,00]), t* = iAt et At = T'/M. Finalement on définit les espaces a poids Ly, (Q)

L@ ={f e L®Q) | @+ [v])*f € L®(Q), A > 0}

muni de la norme
1 llzee, @ = 1L+ [0)* fll ooy

et W, X(Q)

WaX(@Q) = {f e W"(Q) | D°f € LT\(Q), |a| < 1}

muni de la norme
1 llwzso@) = foax Flwke
2.2.2 [Existence, unicité et régularité des solutions du pro-
bléme continu
Dans cette section on rappelle deux théorémes sur 'existence des solutions
classiques du systéme d’équations de Vlasov-Poisson. Les théorémes suivants

donnent I'existence, I'unicité et la régularité des solutions classiques globales en
temps du systéme de Vlasov-Poisson périodique & une dimension.

Théoréme 2 On suppose fy € €}, (Re X R,), positive, périodique par rapport

C,peETy

@ la variable x de période L, et Q(0) < R avec R > 0 et Q(t) défini comme suit
Q) =1+sup{|v[: 3z €[0,L], 7€0,t]|f(r,z,v) # 0},

et

1 L —+o00
z/ fo(z,v)dvdx = 1,
0 —00

2.2.Le probléme continu
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alors le systéme de Vlasov-Poisson périodique a une unique solution classique
(f, E) périodique en z, de période L, pour tout temps t dans [0,T], tel que

f €6 (0,T;6 ., (Re X Ry))

C,pery

E € Cgbl (0, Ta cgbl,perm (R)) )

Q(T) <CT
En outre si fo € €7, (Re X Ry), alors pour tout temps fini T, (f,E) €
Cgbm (O’T’ Cgcr,r;em(IR‘I X RU)) X Cgbm (07T’ ()T,,;Jerm(R))'

Preuve. On n’écrira pas la preuve car c’est une adaptation directe de la
preuve donnée par Schaeffer [185]. On renvoie le lecteur aux références |54, 161,
116, 117, 95, 118, 200, 140] =
Une variation du théoréme précédent est de considérer non plus des solutions a
support compact (qui est réaliste d’un point du vue physique) mais des solutions
a décroissance rapide.

Théoréme 3 On suppose f, € C,},perm (Rz xRy), positive, périodique par rapport
x de période L,

0< fo<c(l+[v)™ A>1,¢>0, z,v€eR,

1 L p+oo
z/ fo(z,v)dvdx =1,
0 —00

alors le systéme de Vlasov-Poisson périodique a une unique solution classique
(f, E) périodique en z, de période L, pour tout tempst dans [0,T], tel que

feC(0,T;CL,.,,. (Ry x R,)),

b,pers

E € C, (0,T;Cp .. (R)) ,

b,pery
0<f<cl+|v)™ A>1,¢>0, z,0€R. (2.19)
De plus si on suppose fo € Cy., (Re X Ry), alors
(f,E) € Cy (0,T;Cp,.. (Ry X Ry)) X Cp (0,75 Cp,.. (R)), pour tout temps fini
T.

Preuve. On n’écrira pas la preuve car c’est aussi une adaptation directe de la
preuve faite par Ukai-Okabe dans [200]. m

2.2.Le probléme continu
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2.3 Convergence d’un schéma semi-Lagrangien sur
un maillage non structuré de ’espace des phases

Dans cette section on donne un résultat de convergence pour un schéma
semi-Lagrangien ot le domaine de I’espace des phases & deux dimensions (z,v)
est approché par une triangulation.

2.3.1 Hypothéses de régularité pour le probléme continu

Pour notre propos, on supposera d’abord que fy(x,v) vérifie les hypothéses
de régularité suivantes

f() € (52 (]Rw X ]RU)

c,perg
Alors, comme il est démontré dans Glassey |95], si fo est réguliére et a support
compact en vitesse alors la solution du systéme de Vlasov-Poisson reste encore
réguliére et a support compact pour tout temps. Le théoréme 2 donne I’existence
et 'unicité du couple solution (f, E) tel que

fee (0,T;%2,.,. (R: xRy)) (2.20)

¢,pery

E € 6. (0,T; % per,(R)) - (2.21)

On montrera plus loin que ’on peut encore avoir un résultat de convergence sous
des hypothéses de régularité plus faibles

2.3.2 Le probléme discret
2.3.2.1 Espaces d’approximation et opérateurs d’interpolation

Soit @ = [0, L] xR, Q = [0, L] x [-R, R] avec R > 0, et T, une triangulation
de @. Avant d’aller plus loin on impose certaines hypothéses de régularité sur la
triangulation 7 :

(H1) La triangulation 7, est réguliére, c’est-a-dire qu’il existe une constante o

telle que

h

L <o VYT €T,

pr
et la quantité h = maxyrer,) hr tend vers zéro, ou hr et pr désignent
respectivement le diamétre extérieur et intérieur d’un élément fini 7.

(H2) Pour tout élément fini (T, Pr,Xr), T € Ty, est affine équivalent & un seul

élément fini de référence (7', P, %) (cf [49]).

Soit P, 'espace des polyndmes de Lagrange de degré inférieur ou égal a m,
et X}, I'espace défini par

X, ={geW"°nNW"(Q) | g, € Pn, VT € Tp}.

2.3.Convergence d’un schéma semi-Lagrangien sur un maillage non structuré de
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Soit 7, un opérateur linéaire continu d’interpolation de W™TLenNWm+Lr(Q),
1 < p < oo, dans X},. L’estimation d’erreur d’interpolation dans les espaces de
Sobolev (cf [49]) donne

1f = mnfllwra@) < CH™ | flwmira), V€ WHThenWwm™h4(Q), (2.22)

avec k € {0,1} et ¢ € {p, 0}.
L’espace X}, est caractérisé par ses fonctions de base que 1’on désigne par {1 }.

2.3.2.2 Opérateurs de transport

Maintenant on introduit des opérateurs de transport. Soient 7; et 7Ty les
opérateurs définis comme suit

Tig(t,z,v) = g(t,r —vAt/2,v), Vg€ L'NL®°[R, x R,)
Tag(t, z,v) = g(t,x,v — AtE), Vg€ L' N L*(R, x R,)

o E(t,z) est solution du probléme

%(t, x) = /'Eg(t,x,v)dv -1
o (2.23)
/0 E(t,z)dz = 0.
Soit ’7'1 I'opérateur de transport défini comme suit
Tig(t,z,v) = mhg(t, x — vAL/2,0),
ou
mhg(t,z,0) = Y g(t, zp, vp) iz, v),
k
et '75 défini comme
%g(t, z,v) = mpg(t, v — AtE(t, x)).
Finalement on introduit
i*g(t, z,v) = mpg(t, z,v — AtEL(t, x)),
ou E,(t,x) est solution du probléme suivant
%(t, x) = /’ﬁg(t,x,v)dv -1
Y (2.24)

L
/ En(t,x)dz = 0.
0

Notons que ’équation (2.11) implique que E(t, x) et Ey(t, z) sont respectivement
donnés par

Bt 2) = /OL K(z,y) ( :o Tog(ty, v)dv — 1) dy

et
L +oo
Enta) = [ K(z.y) ( Foa(t, v, v)dv - 1) dy.
0 —00

2.3.Convergence d’un schéma semi-Lagrangien sur un maillage non structuré de
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2.3.3 Le schéma numérique

On suppose que on connait la fonction de distribution approchée f,,(¢™). Alors
le schéma numeérique qui permet de passer de 'instant ¢* & l'instant ¢"*! et par
suite de calculer la nouvelle fonction de distribution approchée f,(t"!) peut étre
décrit en quatre étapes :

(A1) On évalue la fonction de distribution au temps ¢" a ’extrémité initiale de
la caractéristique associée au transport libre se terminant au point (z,v) au
temps ¢"*'/? en utilisant un opérateur d’interpolation de Lagrange. Cette
action est décrite par I’opérateur de transport 7.

(A2) Le résultat fourni par 1’étape (A1) est intégré par rapport a la variable
de vitesse afin de fournir une approximation pour la densité de charge au
temps t"*1/2 qui est ensuite substituée au second membre de 1’équation
de Poisson (2.24) et de calculer une approximation du champ électrique au
temps t"t1/2.

(A3) Le résultat obtenu dans I'étape (Al) est évalué a 'extrémité initiale de
la caractéristique en vitesse se terminant au point (x,v) au temps t"*! &
partir du champ d’accélération calculé durant I’étape (A2) en utilisant un
opérateur d’interpolation de Lagrange. Cette action est décrite par I'opé-
rateur de transport 7,*

(A4) Entre I'instant ¢"*'/2 et t"*!, on applique de nouveau I’étape (A1) au
résultat obtenu grace a 'étape (A3). Cette action est décrite par ’opé-
rateur de transport '7} Finalement on obtient la fonction de distribution
approchée f,(t"*1) au temps t"*! qui constitue une nouvelle donnée initiale
pour l'algorithme (A1)-(A4).

En utilisant les opérateurs de transport décrits dans la section précédente 2.3.2.2
le schéma numérique peut s’écrire comme suit

fult™,0) = Tio T o Tfu(t", 2, 0),
fr(0,z,v) = 7 fo(x,v) une discrétisation de f, donnée initiale,
™z + Lv) = frt",z,v), Vv <Q(T)
condition aux limites en x et
fu(t™ z,0) =0, Vv >Q(T), Vx € [0, L]

condition aux limites en v.

2.3.4 Analyse de convergence
2.3.4.1 Théoréme principal

On écrit ici le théoréme de convergence.

Théoréme 4 Supposons fo € €2, (Rs X R,), positive, périodique par rapport

c,pery
a la variable x de période L, a support compact en vitesse, alors la solution numé-

rique du systéeme de Viasov-Poisson (fn, Er), donnée par le schéma exposé dans

2.3.Convergence d’un schéma semi-Lagrangien sur un maillage non structuré de
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la section 2.3.3 converge vers la solution (f, E) du systéme de Vlasov-Poisson
périodique et il existe une constante C = C (||fH%02(0’T;W2,oo(Q))) indépendante de
At et h telle que

h,2
I = thl“(O,T;L“(Q)) <C (Hf“‘f?(O,T;W?#X’(Q))) (At2 + A%+ A_t>

et

h2
1B = Enlliorize(o.zy) < C (|1fllszorw2@)) <At2 + R+ Kt)

Remarque 5 Le tauzr de convergence est légerement supérieur a [’ordre un. En
effet si on fait le choiz At = h?/3, alors Uestimation d’erreur implique une vitesse
de convergence en h*/3.

2.3.4.2 Idée de la preuve
On veut évaluer lerreur globale au temps ¢"+1
en—f—l = ||f(tn+1: z, U) - fh(tn+laxav)||L°°(Q)'
Pour cela on décompose f(t" ™!, z,v) — fr(t"*!, z,v) comme il suit
™ w,0) = fut™ T a,0) = (0" 2,0) = Tio T o Tif (87, @, 0)
+TioTaoTif(t", z,v) —7'1 o%oﬁf(t",x,v)
+ 7/1 © 7;* © ﬁ(f(t”,x,v) - fh(tn’ Z, U))

Afin d’estimer e”*! on estimera les quatre termes de droite de I’équation précé-
dente. [’ensemble de la preuve qui consiste a obtenir ces estimations sont décrites
dans les paragraphes suivants.

2.3.4.3 Estimations a priori

On commence par le lemme suivant qui donne une estimation de 'erreur de
discrétisation en temps

Lemme 6 On suppose que f € 67 (O,T;‘fc%perm(]Rx X ]R,,)), alors il exriste une
constante C' telle que

[FE) = Tio Ta o TLf () || oo ) < C (Ifl20mw2=(@)) A
Preuve. Comme f est conservée le long des caractéristiques

(" zv) = fETL X ), V(T vz, v)
= f@", X" z,0), V(T z,v))
= f(tnaX(tn)’ V(tn))>
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ou X (t") = X(t"; 1", z,v) et V(") = V(" 1"z, v).
D’autre part on a

TioToTif(t") = TioToTif(t" z,v)
= TooTif(t",x —vAt/2,v)
= 'Ef(t”,x—v% + ATﬁE(t”H/Q,x),U— AtE(t"H/Z,x))
= f(t",z —vAt+ AEE(? 1 — vAL)2), v — AtE(t"T2, x — vAt/2))

= f(t, X (5t ), V(e itz v)

= [ X@), V()

ou

~ ~ 12 ~

X(t") = X" " z,0) =2 — vAt + TE(th/Q’ z — vAt/2)

et
V(™) = V(" 2, v) = v — AtE("TY? 2 — vAL/2).

Afin de justifier le développement de Taylor on rappelle 'hypothése de régularité
(2.21) a savoir E € €} (0,T; %}, (R)). On note que E a la méme régularité
que E, puisque les termes sources dans les équations de Poisson (2.23) et (2.2)
ont la méme régularité.

Un développement de Taylor sur les caractéristiques donne alors

X(EH12) = (z — vAL/2) = X(EHU2) = (X (1) — V(1) AL)
= X(2) - (X - LX) (2.25)
= O(A?).

Comme f € 672 (0,7;%62,.,,(Rs X Ry)) on a

C,peTy

fEY2 2 0) — f(t", x — vAL/2,v)
At/2

= O f(t"TV2, 2, v) + 0, f ("% z,v) + O(At)
= —E{"Y2 1)0,f(t"/2, z,v) + O(At).

(2.26)
Alors en utilisant (2.11) et (2.26) on obtient

B2 5) — E(t”H/Q, z)

_ /O " Ko) ( /_ :o[ FUY2 ) — F(#y — vAL)2, v)]dv) dy

<C (||f||<€2(0,T;W2,oo(Q))) At?.
(2.27)
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A partir de (2.25) et (2.27) on obtient

V) =Ty = v(em) = (V) = ALE (2, X () - V()Y

V(i) — (V) - ALE (774172, X (17112) + O(Ar%)))

V(tm) — (V") — ALE (17112, X (t"H12) + O(A#2)))

+ At (E (12 X (¢ F12) + O(A?)) — E (tn+1/2, X (1n+1/2) + O(AtQ)))
V(") — (V) — AtE(t™H2 X (17T12)) + O(A)

V(") = V(") + AtV (£11/2) + O(A®)

< C([lflle2ommwreoqy) AL
et

Xt -X@t) = X(t) - (X(t”“) ALV (t+41) + AL (¢n+1/2, X (7)) — V(t”“)%))
= X(t") - (X(t"+1) ALV (1) + AL E (14172, X (£+1/2) + O(AtQ)))
- X(") — (X(t"“) — AtV (tn 1) + AL (12, X (4 12) 4 0(At2)))
= A2 (B (12 X (1) + O(AR)) = B (£, X (1711/2) + O(A)))
= X" — (X(t"+1) — AtV (1) + A2 (14172, X(t”+1/2))) + O(AtY)
= X(t") - (X(t"+1) — AtX () + %X(t"“/?)) +0(At?)
= X(t") - (X(t"+1) — AtX (") + AthX(t"“)) +0(A8)
< C(Ilflle2ommeoo@y) AL,

Finalement on en déduit que

TioToTif(t") = [f{* X(")+O(AL), V(") + O(A))
= [t X (@), V() + V@, X (@), V(E")).0(A)
= fOTLX@E), V) + V@, X (@), V(). O(Ar%)
= f(@"z,0)+ VI, X (), V(E).0O(AE)

et

1FE) = Tio T o Tif (") o) < C (I flle2mw2o@n) IV Fllzoo(omix@) AL’

|

On continue avec la proposition suivante :

Proposition 7 On suppose que f € L™ (O T, %c";j} (R; x R )) ,m >0 et que
Ty, est un opérateur linéaire continu d’interpolation de W™T1°(Q) dans X}, alors

il existe une constante C' telle que pour i =1,2,

| |7;f‘ ‘Loo(O,T;Wm+1,oo (Q)) S C‘ |f| ‘L°°(O,T;Wm+1’°°(Q))a (228)
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Tif |z o,rizo0(@)) < ClIf || zoo(o,mswm+1.00(q)) (2.29)

< Op™tt 00 (0T Wm+1.00(O)) - 2.30
Lo°(0,T5L°°(Q)) — [ fllzoe (0 mm 1.0 (@)) (2.30)

|-

Preuve. Preuve de (2.28) : Il est évident que

1 (t, 2 = vAL/2,0) || oo riz00(0)) = I1f |20 0,750 (2.31)
et B
|fezw—Baoan| = iy (232
D’autre part pour le gradient de f(¢,xz — vAt/2,v) on a
102 (f (¢, & — vAL/2, U))”Loo(o,T;LOO(Q)) = ||a$f||L°°(0,T;L°°(Q))
et

At
10 (£ (8, 2 = 0vAL/2,0))| oo 0,712 S 5 105 oo o120 T 1O F | oo 0,722 )

et par suite

| f(t,z —vAt/2, U)”LOO(O,T;WLOO(Q)) <C ”f”LOO(o,T;WLoo(Q)) .

De la méme maniére on a
I f(t,z — vAt/2, U)”L‘X’(O,T;Wm"‘la‘x’(Q)) <C ||f||L°°(0,T;Wm+1:°°(Q)) :

Par ailleurs le gradient de f(t,z,v — E(t, z)At) donne

|

0, ( F(t,z,v— B¢, x)At))

<o 00 (0TI, +
L‘X’(O,T;L‘X’(Q)) - || ;Uf“L (O7T:L (Q))

At[|0z B[ oo ((o,11x10,27) 100f | 1o 0,151 (@)

0, ( F(t,z,v — B(t, 2)At)

|

et par suite

< a’l} oo -], 7
) sy < 1o limuracan

Hf(t’ v =B, x)At)HL“’(O,T;Wl"X’(Q)) < 1+ 04 ||f||L°°(O’T;W1’°°(Q))

< Cllfllpeeqorwros(q)) -

De la méme facon, comme E € L (0,755 (R)) on obtient

H F(t, 2,0 — Et, 1) At)

b)) R O
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ce qui compléte la preuve de (2.28).
Preuve de (2.29) : Soit 7, 'opérateur d’interpolation caractérisé par ses fonctions
de base {1y }. Alors 7, f peut se récrire avec fi(t) = f(t, x, vx) comme

mnf(t, z,v) = thxk,vk@/)kxv ka Vi (z,v).

Comme chaque 1) appartient a L°°(Q), et est & support compact il existe une
constante M telle que

VAN

L>(Q) Le(T)

< card(X7) sup max ma T,v
= ¢ ( )Te% lcEEiS (z, v)é(T|wk( )|

< M,

ol X7 est 'ensemble des degrés de liberté sur le triangle 7. On en déduit que

||7Thf||Loo(Q) < ||f||Loo(Q) Z iz, v)| < M ||f||Loo(Q)
k

et finalement
||7Thf||Lo0 (0,T5L°(Q)) S C ||f||L°°(0,T;L°°(Q)).
Puisque f € L®(0,T; 6™ (R, X R,)) on a

c,pery

|7 f(t, x — vAL/2, U)”Loo(o,T;Loo(Q)) < Clf(t,z —vAt/2, U)||L°°(0,T;L°°(Q))
< Cllfllze=(o,r;L(Q))
< COllfllzeeqorswmrooq))
et
Hwhf(t,x,v _ B, x)At)H < C Hf(t,:c,v _E(t, x)At)H

Lo (0,T5L°(Q)) L (0,T5L>°(Q))

IN

Clfllz(0,mr=(@))
< Ol f||peomywmrios (@)

qui compléte la preuve de (2.29). Finalement l'inégalité (2.22) nous permet de
conclure que

”f(ta T — UAt/2a U) - th(ta T — UAt/Qa U)”L“’(O,T;L“’(Q))

S Chm+1 | |f(t, T — UAt/?, ’U) ‘ ‘LOO(O,T;WW+1,00(Q))
< CH™ | fllpeomwmsroo(@))
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et

Hf(t, 2,0 — B(t,2)AL) — maf(t, 2,0 — E(t, 7)At)

L>(0,T5L%°(Q))

S Chm—l—l ‘ |f(t, T,V — E(t, .’L')At) | ‘LOO(O,T;Wm+1,oo (@)

< CR™| £ poo(0,mwm+1.00())

ce qui compléte la démonstration de la proposition. m
Le lemme qui suit donne une estimation de ’erreur de discrétisation en espace.

Lemme 8 On suppose que f € L*® (O,T; €l (R, x Rv)) et que T, est un

C,PET g
opérateur linéaire continu d’interpolation de W™+ 1°°(Q) dans X}, alors, il eziste

une constante C' telle que

Preuve. On commence par remarquer la décomposition suivante

< CR™ | ] oo o, wrm+100 (@) -

TioToTif(t") = TioToo Tif(t") @

TioToTif(t") =TioToTif(t") = (Ti—T)oTzo Tif(t")
+ Tio(l—T)oTif(t")  (2.33)
+ TioTzo(Ti—Th)f(tm).

En utilisant (2.28), (2.29) et (2.30) on obtient une majoration du premier terme
de la décomposition (2.33)

(T =T) o T o Tif (t)lem@y < CH™!|To0 Tif (t")lwmsio(q),
< CH™HTLF(E™) [wmtteo (@),
< CR™H () lwmtroo (@),
< CR™Y| fl| oo o wm+1.00(Q))s
et pour le second terme de (2.33)
1Tio (= To) o Tif ()= < Cll(Ts = Ta) 0 Tif (t") |z ()
< Ch™PTLf (") lwmreo(q)
< CR™H| fl| oogo,rswm+1.00(Q))
et pour le troisiéme terme de (2.33)
[TioToo (Ti = T)f(E")|le@ < CII(T: = TS (") l1=(@)
< Ch™||f| |L°°(0,T;Wm+1’°°(Q))’

ce qui prouve le lemme. m
On poursuit la preuve en établissant le lemme suivant qui donne une estimation
de I'erreur de couplage entre la résolution de 1’équation de Vlasov et de Poisson.
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Lemme 9 On suppose que f € L™ (0 T;6™ ! (R, X R )) et que m, est un

c,pery
opérateur linéaire continu d’interpolation de W™ 1°°(Q) dans Xy, alors il existe

une constante C' telle que
|TioTao Tuf (") = Tio Ty o Tif (")

ot

L>(Q)

" = [|F(t") = fa(t")ll poo )

Preuve. D’un coté on &
(T — T3)g(t") = m (g(t”, v — AtE"2(2)) — g(t", 3,0 — AtEZ“/Q(x))) .
D’un autre coté on a

g(t",x, v — AtEn+1/2($)) _ g(tn,iﬂ, v — AtEZ+1/2(,’L‘))‘
< At|Br2(a) - B (@)| 19900 e,

. 1/2 -
ot E™1/2(z) et E}F / (x) peuvent se récrire comme

B2y /K:cy (/ﬂ "y dv—l)dy,
Er Pz /ny </Tfh LY,V dv—l)d

Alors on établit que

B (@) — v (g / K(z,y) </ [ﬁfh(t”,y,v)—ﬂf(t”,y,v)] dv) dy,
At At
/ K(z,y) (//<Q()ﬁh [fh( YRR v)—f(t,y—v;,v)]dv)dy
A
v [ k) (-5 - s - 05 ) dud
v[<Q(T

d’ou il vient

HEZ'H/Q _ En+1/2

Lee([0,L])
SLQ( )HKHLO" Hﬂ—h [ tnay_v_ U) f(tn,y—?) ”Loo(Q)
+LQ(T)|| K ||pee ||mn f (", y — 05 0) = f(t"y — v 5 )||L°°(Q

(2.34)
et en utilisant les estimations (2.28), (2.29), (2.30) on obtient

< LQ(T)||K]| ool [l [z [[ /(") = ()| oo )

+  CLQDIK [ h™ | f (t™) | lwm+1.00(q) -
(2.35)

HE’?H/Q _ En1/2

Le=([o,L])
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Finalement on a l'estimation

<C (e” + hm+1) ,

HEn+1/2 _ /2
h Lo ([0,L))

et par conséquent

|®=Tygen)|| | <OMt( + 1) Vg g, (236)

Le(Q)

Alors, en utilisant (2.28) et (2.36) il vient

|70 T2 = Ty o T )

<O|(B=T) o Tur ()

L=(Q L>=(Q)

< oat(en+nm) W)
L=(Q)-
Maintenant on cherche & estimer le terme HV(7~E f (t”))H @ Pour ce faire on
L(Q

procéde de la maniére suivante. Grace a (2.22) on obtient

[v@sen|, ., < IVEfE oAzl
< IV Imf = (5= vAL2, )]l g
+ IV = vA2,0)] g
< Ch™|[fl|eeorwm+ioo(@)) + [ f Lo 0 mswm+1.o0(Q))
< CHf||L°°(0,T;Wm+1,oo(Q))-

En fait cette inégalité est due & la continuité de 7, de W™ 1°(Q) dans Xj,.
Finalement on obtient

|

ce qui compléte la preuve. m
Maintenant on établit le lemme qui donne une information sur la stabilité du
schéma numérique.

Tio(Ta—T5) o Tif (")

.- CAL (e" 4+ ™) || f]|os o,z m+100(Q))

Lemme 10 Soit 7, l'opérateur d’interpolation de W>>(Q) dans X} avec B, =
Py, alors on a

Preuve. Comme 7, est un opérateur d’interpolation linéaire, les fonctions de
base satisfont

Too T o (W) = L), <" (2.37)

0<¢p <1

D k=1,
k
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et par conséquent on a

™ o0
ISy _ |

17hllpoe = sup
€

ffi(‘)” ||f||Loo(Q)

En effet on a

‘7Th9| =

ZQ(M,UIC)%C(% v)
k
<Y [gelve(z, v)
k
< Ngllpoe >t =1lgllpeo -
k

Par conséquent on obtient de maniére évidente

| T o Ti(I(t") = fult™)
VGRS AT}
<IFE) = £l ey

Tio Ty o Ti(f(t") — fa(t™))

<]

L>=(Q) L>2(Q)

<]

ce qui compléte la preuve. m

Maintenant on est en mesure de donner une preuve du théoréme principal.
Preuve du théoréme principal. On cherche & évaluer 'erreur globale au
temps "1

= (| FE 3, 0) — S 2, 0) ey
On décompose alors f(t"™, z,v) — fr(t"*!, z,v) comme il suit
FE @ 0) = fu(t™ z,0) = f(E 2,0) = Tio oo Tif (%, 2,v)  (2.38)
+TioTao Tif (" 2,v) = Tio Ta o Tif (1", 2, )
+TioToo Tif(t" av) = Tio T3 o Tif (¢, 2,v)
+7; 0 7~;* o 7~'1(f(t",x,v) — fu(t™, z,v)).

Finalement si ’on met ensemble les lemmes 6, 8, 9, 10 on obtient ’estimation
suivante

et < (1 + CAt)e” +C (||fH<gZ(0,T;W2,oo(Q))) (At?’ +h% + h2At) .

Une inégalité de Gronwall discréte nous permet d’établir que

h2
et < exp(CT)e’ + C (|| flle=0,rw2(q)) (At2 vl h2) :

Comme €° est une erreur d’interpolation fixe on obtient

h2
e” < C (|| flle20rm2(q)) (At2 + Y + h2) .
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Afin de prouver la convergence du champ électrique on évalue
[B@E ) = By o -

Pour estimer ce terme on procéde comme cela a été fait dans la preuve des lemmes
6 et 9. Alors on obtient

~ B2
n n+1/2
||E(t +1/2) B Eh+ / ||L°°([0:LD < C (||f||‘za”2(0,T;W2v°°(Q))) (At2 + h2 + Kt) ,
et

IE@™2) — B H72) 1o,y < C (1 |lszoriwas(qy) AL

si bien que 'on a

n h2
|‘E(tn+1/2) — Eh+1/2HL°°([O’LD <C (HfH%?(O,T;Wz’w(Q))) (AtQ + B2 + E) .

2.3.5 Autres résultats

On peut prouver la convergence du schéma numérique sous des conditions de
régularité affaiblies. En suivant la preuve d’existence et d’unicité de la solution
du probléme de Cauchy pour le systéme de Vlasov-Maxwell faite par Cooper et
Klimas |54], si I'on prend f; a support compact en vitesse tel que

fO € (gb,perm N Wl’oo(]Rsc X Rv)a

le systéme de Vlasov-Poisson périodique donné par les équations (2.11), (2.16),
(2.17), et (2.18) a une unique solution (f, E) tel que f est a support compact en
vitesse et

f € (gb (O,T; (gb,perw N leoo(]Rw X Rv)) )
O f € L*(0,T; L*(R; x Ry)),
ou la dérivée est prise au sens des distributions et
E €% (0,T;% e, (Ra)) -

Maintenant on établit le théoréme.

Théoréme 11 On suppose que fo € G per, N Wh*(R, x R,) @ support compact
en vitesse. Soit o > 0, h ~ At'%, avec 0 < ¢ < 1, alors (fn, Ex), la solu-
tion numérique du systéme de Viasov-Poisson périodique converge vers (f, E) et

il existe une constante C = C (||f||%(0,T;W1,OO(Q)) , ||8tf||Loo(0,T;Loo(Q))) indépen-
dante de At et h telle que

1 = fallieorsre=(@) < C (At+ h+h'"9)
et
[|E — Eg|liee 0,751 (10,17)) < C (At +h+ hl‘s)
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Preuve. Afin de prouver le théoréme 11 on examine comment les lemmes 6, 8, 9,
10 et la proposition 7 peuvent s’adapter aux nouvelles hypothéses de régularité.
On commence avec le lemme 6. Maintenant on ne peut plus appliquer le déve-
loppement de Taylor puisque la solution n’est pas assez réguliére. On doit alors
récrire toutes les estimations. Tout d’abord on remarque que 1’on peut écrire

X(IH2) = (- vAL2) = X("HI2) = (X(H) — V()AL
gnt+1/2
- Lm (V1) = V() dt
gnt1/2

(2.39)

‘/ E (1, X (7)) drdt
tn+1 tnt1

< CA? || Bl oo oz (po.7))

< CA?.

Ensuite on observe que I'on a la décomposition suivante
/2

f (th/Q’yav)—f ",y —vAt/2,v) :/t

n

Y
Buf (¢, y, v)di+ / B, (1", &, v)da
y—vAt/2

Comme f € 6, (0,T; W5 (Q)) et 8;f € L™ (0,7; L* (Q)) en intégrant la dé-
composition précédente on obtient

L
/ / £ (772, 0) — £ (%, — vAAt/2,0)]| dydo <
0 v

FLE

et par suite il vient

10:f (t,y,v )\dtdvdy—l—/ / / |0, f (1", z,v)| dzdvdy,
v vAt/2

L
/ / |f ("2, y,0) = f (", y — vAL/2,v)| dydv
0 v

< CLQAT)A (10:f e o100y + 102 F =020 )

< CAt.
(2.40)
En utilisant la formulation intégrale du champ électrique (2.11) il en résulte
I'inégalité suivante

‘E (t"2z) — E (t”+1/2,$)‘ < CAt. (2.41)

Par ailleurs on écrit
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tn
V(- V(my = [ E(t, X (1) dt+ AtE ("2, x — vAL/2)
t"+1
tn

:/ (E(t,X(1)) - E (t"/2, X (1)) dt

n+1

+ / B (T X(0) — B (52 X (7012))) dt

n+1
£ ALE (72, X (t79) =V (t741) At/2) — B (170177, X (2012))}
+ At {E (¢ 2 X () — V (¢ At/2) — E (T2 X (¢ — V(¢ At/2)}

Puisque E € ¢* (0,76,

b,pers (Rm)) on obtient
suP{‘V(tn;tn+1,m,v) — V(tn;tn+1,m,v)‘ | V(z,v) € [0, L] x R}

< CAP.
(2.42)

Maintenant on cherche & estimer X (¢*) — X (¢"). 1l est facile de voir que l'on a

vt At? ~ At
X" - X(t") = / / E (1, X(1))drdt — - E <t”+1/2,X(t”+1) - V(t”+1)7)
tn+1 tn+1

de telle sorte que

sup {‘X(t") — X(t")

V(z,) € [0, L] x R} < OAP (||E||Loo + HEHLM) < OAL.
(2.43)

A présent on se sert des estimations (2.42) et (2.43) afin de borner en norme L
la quantité

TioToo Tif(t") — f (", 2,0) = f(E", X ("), V(")) — f (t", X ("), V("))
D’aprés 'injection continue W1 < €1 il vient

[TioTao Tif(t") = F (") || fo(g) < CLiD (F(£",-,.)) AL,
< C sup Lip (f(t,.,.)) At

te[0,T]

< CAL, (2.44)

En suivant la démonstration de la proposition 7, si on prend f € %;(0, T; WH(Q)),
E e€€'(0,T;%, .. (R)) et sion prend les dérivées au sens des distributions alors,

b,pery
en utilisant I’estimation d’erreur (2.22) on peut encore écrire avec m € {0,1}
Tif 2= mwmee(@)) < Cllf|[(0mmmee @) (2.45)
[ Tif ||z o,mir0(@)) < ClIfl| 1o 0,rmme(@)) (2.46)
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et

(T-T)f < Ol ||| =(oaraw=(a) (247)

L=(0,75L°°(Q))

Par conséquent le lemme 8 donne I’estimation

TioTaoTif(t") — Ti o Ty 0 Ti (")

< Ch.
L=(Q)

L’estimation du lemme 9 doit étre remplacée par

|

Afin de justifier cette inégalité on doit montrer que Lip (7} f(t”)) est bornée. En
effet

TioTao Tif(t") = Tio T3 o Tif (") < CAt(e"+h).

L>=(Q)

Lip (Tif (")) = Lip (maf (", = = vAt/2,0)) < [l Lip (£(¢,.,.)) < +o.

Finalement on a obtenu toutes les estimations a prior: en observant que le ré-
sultat de stabilité (2.37) reste valable. La preuve du théoréme est alors la méme
que celle du théoréme 4 et on obtient

h
I1f = fallieoriz=@) < C <At+h+ Kt)

et

h
1B = Bnllieo,rizoo(o,r) < C (At +h+ E) .

Maintenant si on prend At ~ h® avec 0 < ¢ < 1 on a le résultat désiré. En fait
le meilleur choix pour € est 1/2 car alors la convergence a lieu & 'ordre 1/2. =

Remarque 12 Sous les hypothéses de régularité suivantes, fy € €™ (RyxRy)

C,pery
s’il existe un opérateur d’interpolation my, qui satisfait o la fois la condition de

consistance

1f = 70 f | peeo,rsmecay < CH I F Il mswmingy) (2.48)

et la condition de stabilité

7nf | oo om0y < (1 + CR)|[fl|Lee(o,riz0(q)) (2.49)
notre méthode peut facilement s’appliquer pour prouver la convergence de sché-
mas d’ordre élevé en norme LP et trouver les estimations d’erreur pour la fonction
de distribution

hm+1
1 = fallsooree) < C (I1flle20.rwm+iv0)) (At2 +hm W)

2.3.Convergence d’un schéma semi-Lagrangien sur un maillage non structuré de
Pespace des phases



Analyse de convergence de quelques schémas 49

et le champ électrique

hm+1
1B = Enllie om0,y < C (||ina’2(0,T;W'"+17P(Q))) (At2 + A"+ AL > .

Malheureusement l’interpolation de Lagrange d’ordre élevé ne satisfait pas la
condition de stabilité (2.49). En outre il semble difficile mais pas impossible de
construire des opérateurs d’interpolation m, qui satisfont a la fois les deux condi-
tions (2.48) et (2.49). Si on utilise un opérateur d’interpolation de Lagrange
d’ordre €élevé la solution approchée fi,(t") appartient WP(Q). Le schéma numé-
rique consiste en une succession d’action d’opérateurs de transport et de projec-
tion sur l’espace d’élément finis généré par l’élément finis de Lagrange d’ordre
élevé. L’opérateur de transport laisse la norme de la solution inchangée. Par
conséquent le schéma est stable si ’opérateur d’interpolation my, est stable, c’est-
a-dire st |||, < 1+€(h) avec limy_,qe(h) = 0. Malheureusement l’interpolation
de Lagrange d’ordre élevé n’a pas de bonnes propriétés de stabilité. Soit 1y, ¢ l'opé-
rateur de translation défini par 7, ¢ fr(t", z,v) = fr(t", x — z,v = &) = gn(t", z,v).
Alors gn(t™) € WHP(Q), et on a

Imn 0 Tt ingy = 1magn )iy
lgn(t )”Lp (@) + | 7mhgn(t") — gh(tn)”Lp(Q)
||gh(t")||Lp @ T Ch|gn(t )|W1,p(Q)
||9h(tn)||Lp @ T ¢

n

IA A IA

puisque [gn(t")|w1mig) ~ O(h™"), avec C une constante indépendante de h et
telle que C > 1.

On peut aussi montrer la convergence du schéma numérique avec une donnée
initiale qui n’est pas & support compact. Si on prend fy tel que

fo € Grpers NWHCNWE(R, x R,),

0< fo<@+[w)™ |Vl <@+[))™> pp, vVfe L (L)

le systéme de Vlasov-Poisson périodique donné par les équations (2.11), (2.16),
(2.17), et (2.18) a une unique solution (f, E) telle que

0< ft,z,v) <1+ ), |Vt zv) <A+ [w)™ pp. (2.50)

f €% (0,T; Goper, "W N Wil (R x Ry))
vV f, 8,f € L (0,T5LY (Ly)),
ou la dérivée est prise au sens des distributions et

E €€ (0,T;%per, (Ra)) -

Maintenant on énonce le théoréme.
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Théoréme 13 On suppose que fo € Ghper, N WH® N WhH R, x R,), positive,
1

loc

et qu’il existe une constante X > 1 tel que fo, |V fo| < (1 + [v))™*71 p.p.. Soit «
un réel positif tel que 0 < o < A, alors on suppose que la borne du support en
vitesse R évolue en h™'/*. De plus on fait ’hypothése que At ~ A", 0 < n < 1.
Alors (fn, En), la solution numérique du systéme de Viasov-Poisson périodique

converge vers (f, E) et il existe une constante C = C (”f”Lm(O,T;W;"TH(Q))’

10 f 1l oo 0.1:200 L) » ||va||L°°(0,T;Lg°(L},))) indépendante de At, h telle que

I1f - fh’Hl“’(O,T;Lﬁ)\(Q)) <C (At +h 4R+ hA/a)
et
1B = Enllim(o,rs100(10,00) < C (At + h+ A7+ BN)

Avant de donner la preuve du théoréme 13 on etablit quelques propriétés sur la
solution approchée f, qui vont nous permettre de montrer que f; € LEJO,/\(Q).

Lemme 14 On suppose que 0 < fo(x,v) < ((z,v) = (1 + |v|)™*, pour X > 1.
Alors, il existe une constante C dépendant seulement de T, L, et fy telle que

0 < fult,z,v) < Clu(z,v) t€0,T], (z,v)€Q (2.51)

ot

Ch(zyv) = Z ;wk(ac, v).

T+ o))

Et il existe une constante C' > 0 telle que
@)1 <C t€l0,T] (2.52)

et
[fa@)lze, @ <C t€[0,T] (2.53)

Preuve. On commence par le transport en z. Notons qu’il existe une constante
R indépendante de h telle que pour tout triangle 7;, de la triangulation 7, il
existe une boule B(a,,, Rh) de centre a,, et de rayon Rh qui contient T,,. Soit
N un sommet du triangle 7,,. Si on considére le transport en z, 'origine de la
caractéristique, =} = z — vAt/2 qui se termine au sommet NV}, appartient au
triangle T . Si N,, N, et N, sont les sommets du triangle 7, on a

vk — vo| < 2Rh,  |vp — v, < 2RA, et g — vy < 2RA.
D’un autre coté on établit que

oy A
R
’ J

Maintenant, si on considére le transport en v, l'origine de caractéristique v; =
vp — Ep(t"1/2)At qui se termine au sommet N, appartient au triangle T0%. Si
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Ni, N, et N; sont les sommets du triangle Ty, pusique ||Ep||goo(g,1,100(0,27)) €St
bornée on a

lvg — v;| < CAL, v — vg| < CAt et |v — vy < CAE,
alors on peut écrire

Gl o, =t o

Si on pose by =1+ C1 (A, R)h, by =1+ Cy(A\, R)At et b = bibyb; on a

1 < b0
(T4 foe)* = (1 + Jug[)*

Jr(0, g, vg) <

et par suite
fh(oa x, U) S bOCh(J;, U).

On utilise alors un argument de récurrence que 1’on appliquera a chaque advec-
tion. Si on suppose

(", zg, vg) < 0" Ch(wk, Vi)

et par suite
fu(t" 2, 0) <0"Ch(z,v)

le schéma numeérique donne pour la premiére demi-advection par rapport a la
variable z

Fu T2z, 0) = Z Ta(t"™, o, v) i (zp — veAL/2, v)
1

Soit T'x le triangle qui contient 1’origine de la caractéristique provenant du noeud
Ni. Soit N,, N, et N, les trois sommets de T)y. On peut alors écrire

tn—|—1/2 no n n
fh( :xkavk) = A fh, +)\p fh,p +)\q fh,q
Ch(‘Tkﬂ/Uk) Ch(xka,uk) Ch(xkvvk) Ch(xkvvk)
ou
A= Yz — v AL/2,v),
et
for = fu(@", x,01).
En utilisant la propriété (2.54) de (p, et la propriété
on obtient
fh(th/Q,ﬂﬁk,Uk) < bn/\oCh(ﬂio,Uo) i bn)\pCh(xpavp) T b”)\q Ch(xqavq) < bb™.
Ch(k, Vi) Ch (@, vi) Ch(, vi) Ch(Tk, vk)
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En procédant de méme pour les deux autres advections on a finalement

fh(tn+1a T, Uk)

Chl@k, vk)

<y v N, e T

Pour un temps fini T' et pour tout n € {0, ...,T/At}, si on considére h < At, on
ab<1+C(C,Co)AL, b < exp(C(C1,Co)T) et comme dans le cas continu il
existe une fonction qui majore la fonction de distribution discréte

fu(t,z,v) < CC(z,v) VE€[0,T], V(z,v) € Q.

Afin de prouver (2.52), on note que

ACh(xav)dxdv = Zm/ 1/Jk x, ’U da:dv
_ mes(.Ay)
- ; (1 + Jog )}
1

Il reste & démontrer 'estimation (2.53). On a

1@l @ < CliG®llzz, @

Z LM)A%(%U)

(1 + [ox])

L>(Q)

IN

(1+ C(R, \)h

L>(Q)

IN

C.

[
Le lemme suivant donne la stabilité et 'ordre d’approximation de ’opérateur
d’interpolation 7, dans Ly

Lemme 15 Soit g € Ly, (Q) alors il existe une constante C' indépendante de h
telle que

Imrgllre @ < (1 + Ch)lglle, @)- (2.56)

De plus si g € Wul,f\o alors il existe un constante C' indépendante de h telle que

B 1k
|79 g”WS”T(Q) <Ch |g‘W1},’,§°(Q)’ 0<k<1 (2.57)
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Preuve. Commencons par 'estimation (2.56).

Imnglle @ = || 9@k vi) (e, v)(1 + |v])*
k Le(Q)
1+ |v)*

o )T GRS AR AR A

p (L + o),

*(Q)

< D2 9@k ve) (1 + [oe) (2, v) (1 + C(A, R)h)

k L>(Q)
< (1+C(A R)h) sup|g T, ) (1 + |vg])?

L°°(Q)
< (1+OW)9gllez,@-

Maintenant démontrons 'estimation (2.57). Si on note z = (x,v) et zx = (g, vk)
alors

Imng = gl @ = || D (9(mk: ve) — g(x,v)) (2, v) (1 + |v])*
k Le(Q)
1
< 100+ o) e, 0) 2 — z|/ Vo(tzs + (1 — £)2)|dt
K 0 L=(Q)
Si on pose
|Vg(z*)| = sup ess|Vg(tzy + (1 —1)2)]
t€[0,1]
alors on obtient
N N 1+ [vPA
g — gllizmar < |30 RA(L+ o1V () e, 0) o 20
’ - (14 |v*])
L=(Q)
< Rhsup{(1 + [v*)*|Vg(z*)[}(1 + C(R, M) Zwk T,v)
‘ L= (Q)
< Rhsup{(1+ [v*)*|Vg(2*)[}(1 + C(R, M)h)
<

Chlglwiz @)

ce qui prouve (2.57) pour k£ = 0. Pour £ = 1 il suffit de reprendre la démonstration
précédente et de remarquer que

D | Vi(z,v)|

< Ch.
L(Q)

|
Maintenant on peut reprendre la preuve du théoréme 13
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Preuve du théoréme 13. Afin de prouver le théoréme on modifie les estima-
tions a priori (2.40), (2.41), (2.42), (2.43) et (2.44), et on cherche & obtenir le
méme genre d’estimations a priori en norme L3y, (Q) .

Comme vV f, 0,f € L (0,T; L% (L})) 'estimation (2.40) devient

L
/ / £ (7772, y,0) — £ (8%, y — vAt/2,0)| dydv
0 v

< CLAt (||atf||Loo(o,T,Lgo(L},)) + ”Uamf“Lw(O,T;Lg"(L%)))
< CAt,

de telle sorte que ’on peut encore écrire
‘E ("2 z) — E (t”+1/2,x)‘ < CAL.
L’estimation (2.43) est encore valable mais 'inégalité (2.42) devient
V(™) = V(") < C(1+ v]) AL,
L’estimation (2.44) s’écrit alors

[70Too Tif() = 1 (")l @) < IV Nz 00 A

w,A+1

< CAP.
On en conclut, que I'estimation du lemme 6 doit étre remplacée par

|Tio B0 () = f ()], () < CAF

En suivant la preuve de la proposition 7, puisque f € %,(0,T; W N W2 (Q))

loc
et E € €'(0,T;%, e, (R)) en utilisant (2.56)-(2.57) et en prenant la dérivée au

sens des distributions on a encore avec m € {0,1},
17:f ||L°°(0,T;W;’f;°°(c2)) <|lf ||L°°(0,T;WL’f;°°(Q))’

1Tif | 1oe 07180, (@0) < L+ OIS o (071252, (@)
et i~
|-

< Ch oo (0 0 o) -
Lo (0L (@) 11l (01w, (@)

Par conséquent le lemme 8 donne 'estimation

|

L’estimation du lemme 9 devient

TioToTif (") ~TioTio Tif(t),_ < Ch

~ o~ - ~ o~ - 1
HTl o Ty 0 TLf(t") —ﬂon*oﬂf(t")HLw o S OO (e”-l— mm)
w,A
(2.58)
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ou
e* = f(t") - fh(tn)”quo,/\(Q) :

La preuve du lemme 9 demeure valable, exceptée I'estimation de
E?(z) — Ent/2(z) que Pon modifie comme il suit. On récrit

By (@) — B (a / Kz ( /}R Tt y,0) = (2 9 v)| dv) dy,
o A
= /OLK:E,y) (A)SRT‘-}L [fh(t :y_v%av)_f(tnay_vgav)} dU) dy

At
v [ K@y - o5 odudy
L J>r 2
At At
+ / K(iﬁ,y) (th(t",y—v—,v) —f(t”,y—v—,v)> d’l)dy,
0 Jp<r 2 2

si bien que ’on obtient

IN

| Eis2 = Bre

dzdv
IRl 120 = £z | [

1+ o))
Kl 1) | rey
d:rdv

(2.59)
Grace a 'hypothése de décroissance (2.50) on majore le second terme de (2.59)
et on obtient

Leo([0,L])

| -

1
< (C "+ ———+h]).
Leo((o,L]) ~ <e 1+ R)* )

Pour finir de justifier 'inégalité (2.58) il reste & montrer que HV'ﬁf(t”)

12,(@)
est borné. En effet, grace a (2.57) on a

G

< v (r-7) s,

o) + ||V7—1f(tn)||qu°,>\(Q)

L\ (Q) WA

IA

C”f”Loo(OTW Q)

Finalement grace au lemme 15, si on suppose que A < At on obtient la stabilité
Ly, de opérateur d’interpolation 7y, c’est-a-dire, qu’il existe une constante C
tel que

|7 fllre, < @+ CAY|[fllre, Vf € € (0,T; Goper, N Ligr(Ra X Ry)) -

Il est alors évident que I’estimation du lemme 10 devient
2.3.Convergence d’un schéma semi-Lagrangien sur un maillage non structuré de
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Comme cela a été fait pour la preuve du théoréme 4 une inégalité de type Gron-
wall discréte nous permet d’établir que

h 1
ntl < T)e® A —t+— -
e"™ < exp(CT)e +C’< t+h+At+(1+R))‘)

Si on supppose que R = =, a > 0, puisque € est une erreur d’interpolation
fixe que I'on peut rendre aussi petite que ’on veut on obtient

h
ntl - h)\/a )
e _C(At+h+—t+ )

La fin de la preuve est alors la méme que celle du théoréme 4, et on obtient

h o
I1f - thlw(o,T;LﬁA(Q)) <C <At +h+ N, + B )

et

h
1B = Enllioo,r;02(0.01) < C (At +h+ o+ hx/“) :

qui impliquent les estimations du théoréme 13 en prenant At ~ A" avec 0 < 7 <
1 m

Maintenant on donne quelques corollaires déduits & partir des résultats obtenus
plus haut.

Corollaire 16 On suppose que fo € Cpper, N When Wllo’cl(le x Ry), et qu’il
existe une constante X > 1 tel que fo, |V fo| < (14 [v]) 2L p.p.. Soit « tel que
0 < a< \etR la borne du support en vitesse évoluant en h="®. De plus on
fait Uhypothese que At ~ h" avec 0 < n < 1. Soit 1 < p < oo, alors le couple
(fh, En), donné par le schéma numérique converge fortement vers (f, E) solution
du systéme de Vlasov-Poisson périodique dans les normes LY, 0 < p < oo, et il
existe une constante positive C indépendante de At et h telle que

f = falli=@re@) < C (At + h4+h hA/a) ’

||E — Eh”loo((),T;Loo([O’L])) < C (At +h+ hlin + h)‘/a) .

et
p — pnlli=@rir@) < C (At +h+ k7T + WM®).

Preuve. C’est une conséquence directe du théoréme 13. En effet on a pour p = oo

||f _ fh||l°°(0,T;L°°(Q)) S H(l + |U|)_)‘HLDO(Q) ||f - fh||l<x>(0,T;Lﬁ)\(Q))
< ||f_fh||l°°(0,T;L$>\(Q))
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et pour 1 < p< oo

dxdv e
1f = fallieoriv@) < 1 = fallio (0,050, @) r (1+[v))»
< Cl|f - thl<><>(0TLoo (Q)'

En ce qui concerne la densité p on peut écrire, pour p = oo

o — prllieo.rizoo.r)y) <

(f — fn)dv
R

Leo([0,L])

IN

1 = falloo (0 700 1+ [w)*
1 (0,T5L,(Q)) r (1+ [0)M | oo,y

< OHf_fh||l°°(0,T;L2j’,/\(Q))’

</OL/(f fuyde| )
1 = fallie (0132, @) (/

< CHf thloo(()TL

et pour 1 <p < oo

IN

|10 = pnllio(o,7;20(0,1))

IN

P 1/p
d:v)

1+|v

Remarque 17 Sous les hypothéses de réqularité fo € Ghper, N Wy, (R, x
R,) s’il existe un opérateur d’interpolation m, qui vérifie a la fois | ’hypothese de
consistance

If — 7Thf||L°°(O,T;L$°,,\(Q)) < Chm+1||fHL°°(0,T;W$j1’°°(Q)) (2.60)
et la condition de stabilité

||7Thf||L°°(0,T;L$A(Q)) <(1+ Ch)HfHLOO(O,T;LﬁA(Q)) (2.61)

la méthode peut facilement s’adapter pour prouver la convergence de schémas
d’ordre élevé en normes Lgy, et LP 0 < p < oo et trouver les estimations d’erreur

m—+1

+——+ hA/a>

Hf - thl"O(O,T;Lﬁ)\(Q)) S C <At2 + hm+1 At

et
B+l
||E Eh||l°0 (0,7;L°°([0,L])) C<At2+hm+1+Tt+h)\/a)
L’interpolation de Lagrange de degré élevé ne satisfait pas la condition de stabilité

(2.61). De plus il semble difficile de construire l’opérateur d’interpolation m, qui
vérifie o la fois les conditions(2.60) et (2.61).
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2.4 Convergence de plusieurs classes de schémas
semi-Lagrangiens d’ordre élevé

On vient de voir que sur des maillages non structurés toutes les estimations a
priori se généralisent sans difficultés aux degrés élevés sauf I’estimation associée
a la stabilité de 'opérateur d’interpolation de Lagrange d’ordre élevé. En fait ce
défaut de stabilité est dii au phénoméne de Runge qui traduit la formation de
fortes oscillations artificielles sur le bord de 1’élément fini. Cependant en faisant
une étude plus détaillée sur des n-rectangles on verra que l'on peut récupérer
la stabilité L? en considérant un opérateur d’interpolation avec des bases de
Lagrange symétriques et obtenir des schémas d’ordre élevé.

2.4.1 Hypothéses de régularité pour le probléme continu

Dans la suite de notre propos on supposera que fo(z,v) vérifie les hypothéses
de régularité suivantes

fo € €™ (R x Ry)

c,pery

Comme il a été prouvé dans le livre de Glassey [95], si fy est réguliére et a
support compact la solution du systéme de Vlasov-Poisson reste réguliére et a
support compact pour tout temps. Le théoréme 2 donne I'existence et I'unicité
de la solution (f, F) telle que

fe& ™ (0,T;608 (Re x Ry)) (2.62)
E e (0,T; ﬁ’;,j,}x R)). (2.63)

2.4.2 Le probléme discret.
2.4.2.1 Espaces d’approximation et opérateurs d’interpolation

Soit 2 = [0, L] x [-R, R], avec R > Q(T) , et M), une grille cartésienne de

I’espace des phases 2. Alors M, est donnée par une suite croissante de points
(%i)ieqo,...,N,} appartenant & I'intervalle [0, L] et une suite croissante de points
(vi)ieqo,...,N,} appartenant & l'intervalle [—R, R).
Soit Ax; = x;41 — x; le pas de discrétisation dans I’espace physique et Av; =
vir1 — v; le pas de discrétisation dans ’espace des vitesses. Afin de simplifier
I’étude on supposera que Az; = Ax = L/(N, + 1), et Av; = Av =2R/(N, + 1).
Alors on définit A de la maniére suivante

h = max {Az, Av}
On continue en définissant les cellules Cj11/241/2 et C;; par
Civ1/2,54172 = (Tiy Tix1) X (v5,v41),

Ci,j = (332'—1/2,$i+1/2) X (Uj—l/Zan—l—l/Z),
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ol Tiy1/2 = (Ti + Tiy1)/2.
Alors on introduit les fonctions indicatrices x;11/2,j+1/2 et X;,; définies par

1si(z,v) € Ciga/2,541/2
Xi+1/2,j+1/2(33a U) =

0 sinon

1si (.73, 1)) S Ci,j
Xz',j(l“, v) =

0 sinon

Soit P, I'espace des polyndémes de Lagrange d’ordre inférieur ou égal & m, a une
dimension. L’espace P,, est caractérisé par ses fonctions de base que I’on note

{gk}ke{o,...,m}a ou

avec z; = 2o + th les points d’interpolation. Soit X}, I'espace d’approximation
défini par

X, = {gE%(ﬁ)ﬂHl(Q) e € P, ® P, i € Z/N,, jeZ/Nv},

i+1/2,j4+1/2

si m est impair, et
Xo={g€ G@NH(Q) | ge,, € Pn® Pn, i € Z/N,, j € Z/N, }

si m est pair.
Maintenant on définit 'opérateur d’interpolation 7, comme il suit. Si m est
impair on définit 7, comme

mf(mv)= Y, Y, I f (@ 0) X1 e (@, 0) (2.64)
ZEZ/NZJEZ/N‘U
ou

i+(m+1)/2  j+(m+1)/2

W;+1/2,j+1/2f(33a U) = ﬂ'hf(l‘, U)|Ci+1/2,j+1/2 = Z Z flc,lgk (-T)El(v)

k=i—(m—1)/2 l=j—(m—1)/2
(2.65)
et si m est pair on définit 7, comme

7 f(x,v) Z Z 7 f(z,v)xi (x,v) (2.66)

1€Z[Ny jEZ [Ny

ou
i+m/2 j+m/2

7 f(z,v) = T f (,v) . Z Z Tl () (v), (2.67)

k=i—m/2 l=j—m/2

avec fr; = f(xk,v). B
T, est un opérateur linéaire et continu de €™ 1(Q) N W™HLrP(Q), 1 < p < oo,
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dans Xj,. Les estimations d’erreur d’interpolation (voir [110], [172]) sont données
par

1f = i fllgon < CH™ max sup [Df(a,v)|, f € G().  (2.68)

|o|=m+1 (z,0)eN
1f = mnfllwer) < O™ flwmiiny, k=0,1, f € WH(Q). (2.69)

Remarque 18 Comme le support en vitesse reste borné pour tout temps fini T
alors, par continuité on peut prolonger f a zéro sur Q\ [0, L] x Q(T) et périodiser
f sur Ry x R,,.

2.4.2.2 Opérateurs de transport

Maintenant on introduit quelques opérateurs de transport. Soit 73 ¢, 'opéra-
teur de translation défini par

Theg(t, z,v) = g(t,x — h,v—§).
Alors on peut définir 7; et 75 comme il suit
Tig(t, x,v) = Tyar/209(t, z,v) = g(t, x — vAt/2,v),
Tag(t, z,v) = TO,AtEg(t,x, v) =g(t,z,v— AtE(t, x)),
o E(t,z) est solution du probléme

“Ctn) = [ Toglt o1
v v (2.70)

/L E(t, z)dz = 0.
0
Soit ’7'1 I'opérateur de transport défini par
’7’19(15, z,v) = Thy(t, & — vAL/2,v) = T4 © Tyatj2,09(t, €, v)

et 7~5 défini de la maniére suivante

%g(t, z,v) =mpg(t, z,v — Atﬁ(t, x)) =m0 TO,AtEg(t, z,v).
Finalement on introduit

t*g(t, z,v) = mag(t, x,v — AtEL(t, z)) = 7 0 To Ak, 9(T, T, V),
ou Ej(t,x) est solution du probléme

dE ~
d—xh(t’ x) = /U’Y'lg(t,x,v)dv -1

L
/ En(t,z)dz = 0.
0
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En introduisant le noyau de Green K, E(t, z) et Ej(t, z) s’écrivent respectivement

+o0
t x) / K(z,y) ( ﬂg(t,y,v)dv—l) dy

L +oo _
Eﬂt@==/ K@Jﬁ( ﬂg@ywﬁw—1>dy
0 —00

2.4.3 Le schéma numérique

Le schéma numérique est donné par
fu z,0) = Ti o T o Tifalt", , 0),

avec
f? = 7 fo une discrétisation de la donnée initiale 1o,

fo(x+Lv) = fif(z,v), V[ <R
la condition aux limites en z et

fi(x,v) =0V|v]| > R, Vz € [0, L]

la condition aux limites en v.

2.4.4 Définitions et notations

Soit f une fonction de L?(2), périodique sur R, x R, de période Q. On peut
alors décomposer f en somme de modes de Fourier

(z) |Q|1/2 > flw
wez?

Ici, w = (wy, wy) est un vecteur a deux composantes qui appartient Z2. z est une
abréviation pour (z,v) et k une abréviation pour (kg, k). k, (resp. k,) prend les
valeurs 27w, /L (resp. 27w, /(2R)), w, et w, étant des entiers. De méme on note
N = (N,, N,). )

Les coefficients de Fourier f(w) sont définis par

~ 1 .
__1 [y ~ik(w),2)
flw) = s | defa)e

ou

(k(w),z) = oy + =% v, /dz:/ / dvdr et |Q] =2LR.
T R R A

On rappelle la relation de Parseval

[ asir@r =Y |fw

w72
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ol
weZ? Wz €Z wWy€EZ

De méme on notera
N N, N,

Soit f = {fij}(jjem, une fonction grille définie sur My, périodique, de pé-
riode 2R en vitesse et L en espace, appartenant a espace L2 (), ensemble des
fonctions grilles dont la norme ||.|[12(q) est bornée avec

Na N 1/2
£l ez ) = (AJ?AUZZVM?) :

i=0 j=0

Comme dans le cas continu on peut définir un produit scalaire discret (., .)12(q)
de la maniére suivante. Soit f et g deux fonctions grille de L2 () alors on définit
le produit scalaire (f, g) L2(0) comme

Ny Ny

(f, g)L%(Q) = AzAv Z Z [i,9i5-

i=0 j=0

Si on définit
eilk(w),z)

P (T,v) = du(2) = W

alors les fonctions {¢,,}Y forment un systéme orthornormal sur la grille M, pour
le produit scalaire (., .) 12(a), ¢'est-a-dire

<¢wa qﬁu)L}%(Q) = 5w,u

Si la fonction ¢ = 25:0 f(w)gbw interpole la fonction f aux points de la grille
My, alors f = ¢ sur M, et

N
(9 bw)r2(q) = ([, bw)r2(0) = Zf(”)(fﬁu,(bu)Lg(n) = f(w)
v=0
ou
R | N N
Flw) = g 2 2 fioe MO, w=(0,0),(1,0),(0,1),... N
i=0 j=0

Evidemment, si ¢ = 25:0 f(w)qﬁw interpole la function f aux points de la grille
My, alors

N
1 ~ . L . )
g = s 9L @M, i =0 Noy =0, Ny
w=0
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On a alors une version discrete de la relation de Parseval

Nz Ny N
2, = AzA =S Fw
||f||L%(Q)_ x UZZ‘fz,J' - f(w) .
i=0 j=0 w=0

Les formules (2.4.4) et (2.4.4) sont appellées transformées de Fourier discrete
directe et inverse. On pose 1, = N, /2 et 8, = 0 si N, est pair, et n, = (N, —1)/2
et , = 1 si N, est impair. De méme on pose 1, = N,/2 et 6, = 0 si N, est
pair, et n, = (N, — 1)/2 et 6, = 1 si N, est impair. Au lieu de faire varier w,
(resp. wy) de 0 & N, (resp. N,), par un simple changement de variable on fera
varier w, (resp. w,) de —n, (resp. —n,) a 0, + 0, (resp. n, + 6,). Afin d’alléger
les notations, sans perte de généralité on suposera que N, et NN, sont pairs. On
utilisera alors la convention suivante
N /2 Ny /2
Y-y Y-y oy

|w|<N/2 |we|<Ng /2 |wy|<Ny/2 we=—Ng/2 wy=—Ny/2

2.4.5 Analyse de convergence
2.4.5.1 Théoréme principal

A présent on écrit le théoréme principal

Théoréme 19 On suppose que fy € C@i’;ﬁ}ﬁ(Rx x R,), et que fy est positive,
périodique par rapport a x de période L, alors la solution approchée du sytéme
de Vlasov-Poisson (fy, Ep), donnée par le schéma décrit dans la section 2.4.3
converge vers la solution (f,E) du systéme de Vlasov-Poisson périodique et il
eziste une constante C = C (|| f||g20,r:¢m+1(q))) indépendante de At et h telle

que

hm+1
1f = fallie(o,r502(0)) < € (At2 + h™H 4 ~ )

et

E-E co(agqpmn
I h||l°°(0,T;L°°([0,L])) < 4+ + A7

avec 1 < m <b.

2.4.5.2 1Idée de la preuve

La aussi, on cherche & évaluer I’erreur globale au temps ¢"*1
e = f (" 2, 0) = ot 2,0) |2
ol on décompose f(t", x,v) — fr(t"*!, z,v) comme il suit
F ) = fut™ z,0) = f(EF 2,0) = Tio To o T f (1, 2, 0)
+TioToo Tif (" ,v) = Tio Too Tif (i, 2, v)
+TioT0 T f(t"2,v) = Tio T3 o TLf (1", 2, 0)
+7, 0 7N;* o 'YNE(f(t",x, v) — fr(t", z,v)).
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La section suivante décrit ’obtention des estimations des quatre termes de droite
de I’équation précédente.
2.4.5.3 Estimations a priori

On commence par le lemme suivant qui donne l'erreur de discrétisation en
temps du schéma.

Lemme 20 On suppose que [ € € (O,T; ‘fcz,perm(]Rz X RU)), alors il existe C
telle que

1f(E") = Ti o To o TLF(t") || 1o gy < CAE
# ()

Preuve. D’aprés le lemme 6 les estimations sur les courbes caractéristiques
restent valables si bien que 1’on a

sup {‘X(t”) — X (")

| V(z,v) € [0,L] x [-R, R]} < CAP, (2.71)
et

| V(z,v) € [0, L] x [-R, R]} < CAP.
(2.72)

sup {‘V(t"; "t v) — VI 2, v)

On note
X (t") = X ("t v), Vi) = V(" 2, vy).
Puisque
(Tio Ta o Tf (")), — F (" an, 00) = F(E°, Xpa(t"), Via(t")) — f (&7, Xia(t™), Via(t™))
les estimations (2.71), (2.72) nous permettent d’obtenir ’estimation
FE) = Tio T o Tuf (1")]|2 ) < ClIV f|| L0310 0 AL

[ |

On continue avec la proposition suivante

Proposition 21 On suppose que f € L™ (0, T, ‘Kc'g“;}m (Ry X ]R,,,)) ,m >0 et que
T, est un opérateur linéaire continu d’interpolation de €™ (Q) dans Xy, alors
il existe une constante C telle que pour i =1,2,

HEfHLOO(O,T;L%L(Q)) < Hf”L‘X’(O,T;L?L(Q))’ (273)
||7;f||L00(0,T7L?L(Q)) S ||f||L°°(0,T,L%L(Q)) (2.74)
et
=T < O™ ||| e (0. 1m+1 ) - 2.75
H(T T)f Lo (0,1;L2(Q)) ORI a=(oiemss o (2.75)
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Preuve. Commencgons par la preuve de 'estimation (2.73) avec ¢ = 1. La
preuve pour 7 = 2 étant identique. On pose dy; = (v;At/2,0) alors

Nz Ny
||7Ef(t)||ii(9) = ZZ|f(t,$k—UlAt/27Ul)|2 AzAv

k=0 1=0

— ZJCZU Z Z f i(k(w)—k(w'),2,1 —dk,1)

k 0 1=0 |w|<N/2 |w!|<N/2

- %NZZ Y fw il (we) —he () (@~ A8/2) iy ()~
k=

w|<N/2 |w!|[<N/2

= TR D D Sa BT W) flw)

|w|<N/2 |w!|[<N/2

= Z > @) f(w')uw

W|<N/2 |w'[<N/2

= > @l =10l 0

w <N/2

Continuons avec la preuve de I'estimation (2.75). En utilisant I’estimation (2.68)
on obtient

(7= 7) 1

IN

ITf (&) = maTif (D)l 12 ()
CR™Tif (D)l gm0

CR™ || flles, o.0:8m+1(02)) -

Li ()

IA A

Montrons maintenant I’estimation (2.74). La preuve se fait en trois étape

Premiére étape

Soit e et 3 les vecteurs (ap, - - ,aj, san,) et (Bo, -+, B+, Bn,) avec 0 <
aj, Bi < 1,V(3,7) € [0, Ng] x [0, N,]. On définit la norme || - ||L2 ,AxA par

Nz Ny 1/2
||f||L,2L,A;jﬁ = (AfUAUZZ |fi+aj:j+5i|2> .

i=0 j=0

La premiére étape consiste a calculer [|mf| ;2 yoo €t ||th||L%,Ag,ﬁ. On pose

N = (Ng, Ny) et zx; = (zx,v;). Alors en introduisant fi; a partir de sa décom-
position en série de Fourier

lc,l: 1/2 Z f w),zkz

|w|<N/2
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dans la définition de 'opérateur d’interpolation ), défini par les équations (2.64)-
(2.67) et que 'on peut résumer de la maniére suivante

mf o= > > O F(2)Xp060,00)(2) (2.76)

ZEZ/Na; ]EZ/Nv
i+de(m)  jH+de(m)

= > > > > fklfk 1(V)Xp(i)00) (T, V)

1€Z/Ny jJEZ [Ny k=i—dp(m) l=j—dp(m

avec
(i) = 1 sl m est pair (i) = 1 sim est pair
PU=V i+1/2 simestimpair * I 71 i4+1/2 sim est impair ’
_ m/2 sim est pair _ m/2 sim est pair
dy(m) = { (m—1)/2 sim est impair ’ de(m) = { (m+1)/2 sim est impair,
on obtient

i+de(m jt+de(m
s = oo X D FelhlataAnlens
|w|<N/2 k=i— d;,( ) l=j—dp(m)
Z+de

B |Q|1/2 >y f )@ + ;M) <))

\w\<N/2k i— db

= |Q|1/2 Z f a]’ww) i(k(@),(dp0)) k(). 2i.5) (2.77)
|w|<N/2
ol ;
Q(aja wm) = ka((db(m) + aj)Ax)eikw(ww)mk‘
k=0

Par conséquent on obtient

Ny Ny

||7rhf||i%,AZ"0 = AzAv Z Z (th)i+aj,j (th)i+aj,j

i=0 j=0

_ Amzmz” S Fef@eles el )

1=0 j=0 |w|<N/2 |w'|<N/2
o ilc(e) —le(e")(d5,0)) i 1e(eo) —le(e") 7 )

Comme
|L| Ze kcc UJcc kac )wz — 5&),1;,(4/9; (2.78)

on obtient

2 (ko (wo ) —ko (w),))v;
I fllzg,a00 = Z Y Flw)flwnwhlelay w,) etk

3=0 |w|<N/2 |w! | <Ny /2
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Puisqu’ on a
Z i(ko(wo)—ko(wy))v; — § 2.79
|2R| o .

on obtient finalement

17 fllze amo < Sup{lg(a wo)l”, |wa| < No/2, 0 <o <1}

2R \Z Z Z f wz, ) ik (wo) — kv (W) ) )v;

J=0 |w|<N/2 |w;, [<Ny /2

X

< supflo(a,wn)? lwd S Nof2, 0<a<1} 3 |flw)P
lw|<N/2
< sup{lo(o,wo) %, sl < No/2, 0 < a < 1} f|2

De la méme maniére on montre que
2
I fI2s sos < sup{lo(B,w0) P, feal < Nof2, 0 < B < 1|30,

L’objet de la deuxiéme étape est de montrer que

sup{lo(a, we)[*, 0 < a <1, |w,| < N/2} < 1. (2.80)
et que
sup{|o(B,wy)|?, 0 < B <1, |w,| < N/2} <1, (2.81)
ol o
oo, wy) = Z O ((dy + @) Ax)e=r
k=0
et

0(B, wy) = Zel (dy + B)Av)e.

1=0
On définit gy, par

Osup = sup{|o(p,w)], 0 < p<1l,weZ}

Deuxiéme étape

Maintenant on cherche a montrer que g, est inférieur ou égal a un. Sans perte
de généralité on peut supposer que L = 2R = 2m, et que Az = Av = Ay, de
telle sorte qu’il reste a prouver que

sup {|o(y,w)|, v € [-Ay(m —1)/2,Ay(m+1)/2], w € Z} < 1.

oy, w) = bi(y)e . (2.82)
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On pose 0 = wAy et y = nAy, avec 0 < n < m. Alors on introduit la base de
Newton

Ling(y) =Y _ G W)9(W) =D D [(Yo, - yk); 9 @k (y)
wly) = [T =) = =90y =)oy = 1)
et : A )
Dy [(Yo, - Yk); 9] = k!(Agy)’Z (2.83)

Age = A (A" g), s Agrsr = 9(Wke1) — 9(Wk), A%k = 9(y)-

On remarque que (2.83) peut se récrire comme

Dy, [(Yo, -+ Yk); g ko )10t g (i) (2.84)
ou Cf = k!/(il(k — 1)!). _
Grace & (2.84) on écrit
o(y,w) = Lye“v :iﬁk(y)ei‘*’yk (2.85)
= kzngk (Yo, > yk); €] i (y) (2.86)
- ;é A - k 1)k 00 (y) (2.87)
_ ]é (l‘ja(A_yl)) () (2.88)
- i%ﬂm—o (2.89)
= o(n,0). (2.90)

Comme p(7, 6) est périodique en 6, maintenant on doit montrer que

sup {[e(n,0)[, n € [(m —1)/2,(m+1)/2], 6 € [0,27]} < 1.

Si on trace |o(n, #)| on observe que

1 Voelo,2r], ne |

1’%4_1] m pair
(5) e OV <Y 1 voeo,20], ne [m

mo_

2
m— -1 : :
5 T} m 1mpailr
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A présent on va prouver I'inégalité précédente jusqu’'a ’ordre 5. On donne ici la
philosophie de la preuve car elle prend quelques pages de calculs. En fait cette
démarche peut étre utilisée pour n’importe quel ordre, cependant le volume de
calculs devient trop important. En fait on prend la relation

m zG_lkkl

ot0) =Y Tl -0 (2.9)

k=0 =0

que 'on multiplie par son conjugué g(n, ). Aprés avoir rassemblé chaque terme
et son conjugué on obtient un polynome réel en cos(f) et n. On fait alors le
changement de variables £ = 1 — cosf, ( = n — m/2. D’abord on factorise
I’expression par rapport a la variable ¢ et ensuite on factorise par rapport a la
variable (. On trouve alors

(GO = 1-26((3)"-¢)

=1

- = (=0) (0r-e)e (s

P = 1-¢01-¢)(2 42)53[4+€(1— ¢?)] /36

P =1 ()7 )( -¢)(@)7-¢)e
[20+15g((—) —<2)+2§2( g?)(g —<2)]/900

ce qui justifie 'inégalité (1S) pour m = {1,2,3,4,5}.

En faisant le calcul jusqu’a ’ordre cinq on observe qu’il existe une structure de
récurrence mais il ne semble pas aisé de la démontrer excepté numériquement.
En effet on fait la conjecture suivante

loa(C, )2 = 1-C1 =) x...x(?=¢?)EHtx
[co+aé(1—C)+ .+ &P (1) x .. x((1-1)2=¢3)],
m = 2,
o (GOP = 1= ((3)° = ¢) x o x ((B21)" = ) €+
[do npy: ((%)2 - <2) 4ot dE! ((%)2 _ g?) X ... X ((2l2;1)2 _ g?)] ,

m =2+ 1.

o))

X

avec ¢; > 0,Vi € {0,...,1—1} et d; > 0, Vi € {0, ...,1}. La démonstration de cette
conjecture est en cours de développement.

Troisiéme étape

Montrons maintenant que pour 7 = 1, 2 les estimations

||,7;f||L°°(0,T;L2( ) < ||f||L°°(0TL2(Q))
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sont vrales. Pour 7 =1 on a

Hﬁf(t)HLi(Q) < NmeTif(Ollz
< T3 g0
< T fOlle2
< N F@®llz

et pour 2 =2 o0n a

||75f(t)|‘Li(Q) < NmeTof (02
< Tl ()] 000
< ||75f(t)||L§(Q)
< f@®llzz@

ce qui achéve la démonstration de la proposition. m

Le prochain lemme donne 'erreur de discrétisation en espace du schéma numé-
rique .

Lemme 22 On suppose que f € L (0,T; Et (Re X R,)) et que m, est un
opérateur linéaire continu d’interpolation de €™ (Q) dans Xy, alors il existe
une constante C' telle que

|

Preuve. La preuve se fait aisément en reprenant la philosophie de la démons-
tration du lemme 8 et les estimations de la proposition 21 . m

On continue avec I’estimation de I’erreur de couplage non linéaire entre I’équation
de Vlasov et de Poisson.

S Chm—l—l
13(@)

TioTaoTif(t") —Tio T o TLf (1Y)

Lemme 23 On suppose que f € L™ (O,T; €l (R, X Rv)) et que T, est un

C,DET g
opérateur linéaire continu d’interpolation de €™ '(Q) dans Xy, alors il eziste
une constante C' telle que

TioTooTif(t") — Ti o T3 o TLf (1)

< CAt (e" + h™)
L} (@)
ol

" =7 ") = fat)lzz (g -

Preuve. Commencons par montrer qu’il existe une constante C; indépendante
de h tel que

17 f )l 2 @) < Cs lF Bl 22 (@) - (2.92)

On donne la preuve seulement pour I'ordre pair, car la méme conclusion peut
étre déduite pour lordre impair. Puisque ¢ € L*(R) et comme les fonctions de
base /) sont & support compact (elles sont prolongées par zéro en dehors de leur
support) il existe une constante M tel que
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D [k ()] < sup | |(2) ]

k Loo(R) T L (az)
< +1 1 U oo As
< (m )fzgke{ﬁ?’fm}” K| oo (a2
< M.

On peut alors écrire
I f Ol = [ (ot dodo
Q

< ZZ/C | ‘ﬁi’jf(x,v)fdxdv
i g 7Cu

2
i+m/2 jt+m/2

< ZZ/ Z Z fk’lfk(.f)fl(’l)) dvdzx
i § YCui \k=i—m/2 1=j—m/2
i+m/2  j4+m/2 i+m/2  j+m/2
< I D D Ul : o Y a@)Plaw) Pdvde

i j k=i—m/2 l=j—m/2

< (m+ DR Y Y iy PAcae
v

i k=i—m/2 l=j—m/2

< (m+ 1’02 |11,
ce qui compléte la preuve de (2.92).
Par ailleurs on peut écrire

(T2 — T5)g(t") = m, (g(t", 2,0 — AE"TV2(3)) — g(t", z, 0 — AtE;;“/?(x))) :
D’autre part on a

gt 5,0 = MBI (@) = gl 7,0 — ALEFT (@)

< A [E2(@) — By )| 99 o).

- 1/2 -
ott E"/2(z) et EptY?(z) peuvent se récrire comme

o) = [ K ([ T voa-1)

B = [ " K(e) ( | Fisuttp vy - 1) dy.
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Alors on écrit

Ept (@) — Ent12( / K(z,y) (/ [ﬁfh(t",y,v)—ﬂf(t",y,v)] dv) dy,
At A
_ /ny)(/v|<Q()7rh[fh< -l v)—f(t,y—v7,v)]dv)dy
At
—v—.v)dvd
+//v|>Q )"y v2,v)vy

At At
+ / / .I y <7Thf(tn,y—v—,1))—f(tn,y—’l)—,v)) dvdya
v]<Q(T 2 2

de telle sorte que I'on obtient

HEZHH _ Ent1/2

(o) VLQD)||K||pee |1mn [Tofu(t™) = Tof (")l 20y

£2([o
+ LQ(T)||K||gee||mn T f (") = Tif (t")]| Lo ()

(2.93)
et a partir de (2.73), (2.92) et (2.68)

HE’72+1/2 _ pnti/2

Co/ LQD)|IK || [T fn (") = TLf ()] 22 ()

L2([0,L])
+  LQD)||K||pe k™| Tif [ poe(o0,rs8m+1 0))
< G/ LT[ K[ oo | fa(E") = f(E™)] 22 ()
+ LQT)||K || g h™ || f] Lo 0,58 m+1(52)-
(2.94)
Finalement on obtient
| Bz — Eare < C (e + Y,
Lee([o,L])
et par suite
| =9, < CRAAL (€ + B ) [TV iy (295)
h
En utilisant (2.74) et (2.95) on trouve
(T2 = T5) o TL (") 2@ <O —Tz) o TLf(t") 2@
< CAt (e" + hm+) HV(?N'lf(t”))HL o
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Maintenant on estime le terme

V('YNEf(t”))HLOO(Q). Pour cela on procéde de la

maniére suivante. A partir de l'erreur d’interpolation (2.69) on obtient

|v(Tram)

< IV(mf (", 2 = vAL/2,0))|| oo g

< ”V[(Trhf - f)(tn’x - vAt/zaU)]”LOO(Q)
+ IV, 2 = vAL/2,0))|| ooy

< B[ f Lo o rwmtreo@)y + || f]]Looomwm+oo @)
<

L>=(Q)

CHf||L°°(0,T;Wm+1sOO(Q)).

et finalement on se retrouve avec

ce qui clot la preuve. m
Maintenant on énonce le lemme établissant la stabilité L? du schéma numérique.

Tio(Ts—T7) o TLf (1Y) < CAt (" + ™)

()

2
Lh

Lemme 24 Soit m, un opérateur d’interpolation continu de €™ (Q) dans X
alors on a )

Preuve. En utilisant les estimations (2.74) alors on a de maniére évidente

Tio T o Ti(f(t") = fult")|

< ey 2.96
By S (2.96)

|70 T o Tots () = )|

<]

T o Ti(f(t) = falt")|
VGO RN ACH)
< FE) = )2z (@) -

Ly () L; ()

<|

ce qui termine la preuve. m
Maintenant on peut retourner & la preuve du théoréme 19.
Preuve du théoréme 19. On cherche & évaluer I'erreur globale au temps ¢"*!

et = [tz 0) — fh(tnﬂ,ﬂ?,U)HLg(Q)-
On fait la décomposition suivante :

fE" T z,0) — f (" 2,0) = fF(E" T 2,0) — Tio oo TLf (1", z,v) (2.97)
+TioTo TLf(t",@,v) = Tio Too Tif (t",2,v)
+TioToTif(t",z,0) = Tio Ty o TLf (", 2, )
+ T o Ty o Ti(f(", ,v) — fa(t", 2, ).

Finalement grace aux lemmes 20, 22, 23 et 24 on obtient ’estimation

et < (1+ CAte™ + C (|| f]le20mem+r(y) (A + B+ hmLAL)
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Une inégalité de Gronwall discréte nous permet d’obtenir I'estimation

hm—|—1
1 < exp(OT)0 + C (I lheuasensian) (A2 + 5+ 477,

Puisque €’ est juste une erreur d’interpolation fixe que I’on peut rendre aussi
petite que I’on veut on obtient

m+1

-+ hm—H) .

e" < C(|flleoreni@y) (At2 +t A

Finalement grace a (2.92) et (2.68) on obtient

)
||f - thloo((),T;LZ(Q)) < H7Th(f - fh)||l°°(0,T;L2(Q)) + Hﬂ-hf - f||l°°(0,T;L2(Q))
< Cse™ + Ch™ | fl| oo o,rim+1(0)

Bl X
(Hf||%2 0,T;8m+1 Q))) <At + N + pmt >

IN

Afin de montrer la convergence du champ électrique on majore

Pour estimer ce terme on procéde comme cela a été fait dans la preuve du lemme
6 et 23. On déduit que

~ n m hm+1
||E(tn+1/2) - Eh+1/2||L°° OL]) (Hf|‘<g2(OTtgm+l(Q))) (At2 +h + + W) ,

et que
[E("72) = E("7%) | p=o,0) < O(AP),

de telle sorte que I'on conclut par

) hm+1
||E(tn+1/2) —E +1/2||Lc>° (0.0 < C (||f||(€2(0T%ﬂm+1(Q ) (At2 + Rt At ) .

Remarque 25 On peut remarquer que notre analyse de convergence peut s’étendre
a des formules de splitting d’ordre plus élevé et prouver la convergence pour des
ordres N > 3 en temps. Afin de construire une approxrimation d’ordre N en
temps (cf [215, 90, 102]) on considére des schémas de splitting de la forme

ft+AL) = T (AT (At)o. . .oT2 (At)o TP (At)o. . .oT (At)o TP (At) f(t)

ou
T2 (At) = exp (AtL,),  TP(At) = exp (B;ALL,),

avec

Ly=-v-0y, Ly=—-FE-0,.
L action de T, (At) et Ti(At) sur une fonction g(z,v) est donnée par

Eai(At)g(xv U) = g(x - O!z"l)At, ’l)), 7;v%(At)g(x: U) = g(x, v = 61E(t7 .T)At)
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Remarque 26 Cette analyse de stabilité nous donne une information trés pré-
cieuse si on linterpréte en terme d’éléments finis. En effet si on considére un
élément fini de Lagrange a une dimension d’ordre m on aura la stabilité en norme
L? dans une zone située au centre de I’élément. Plus précisément on aura stabilité

L? sur Uintervalle [m -1,5+ 1] st m est pair et sur lintervalle [mT_l, mTH] 8t

m est impair. Si le czhoz'a: de tels intervalles pour obtenir une interpolation stable
a €té suggéré par plusieurs auteurs [132, 81, 120] il n’existe & ce jour du moins
ma connaissance aucune preuve rigoureuse de ce résultat excepté celle que nous
avons donnée ict pour 1 < m < 5. La démonstration pour un ordre quelconque est
en cours de réalisation. On constate que pour un élément fini de degré inférieur
ou égal o deux l'intervalle de stabilité se confond avec tout ’élément fini. Par
contre pour des éléments finis d’ordre supérieur a trois l’interpolation n’est pas
L?-stable sur tout I’élément. Bien que I’analyse de Fourier ne puisse pas se faire
sur des maillages non structurés comme une triangulation, on peut supposer que
ce résultat peut se généraliser. En effet les simulations numériques effectuées sur
des maillages non structurés (triangulation) ont montré qu’avec des opérateurs
d’interpolation de Lagrange (définis sur un treillis) de degrés supérieur ou égal &
trois la solution du schéma numérique explose. La reconstruction de la fonction
de distribution a partir d’opérateurs de Lagrange d’ordre supérieur ou égal a trois
définis sur un treillis fournit un schéma instable. Dans le cas d’une grille on peut
retrouver la stabilité L? car on construit I’élément fini autour de l'intervalle ou
est localisée l’origine de la caractéristique en s’arrangeant pour que cet intervalle
soit contenu dans l'intervalle de stabilité. On peut dire en quelque sorte que ['on
construit des éléments finis variables. Cependant cette technique est difficilement
utilisable pour des maillages non structurés car d’une part on ne connait pas la
zone de stabilité contenue dans I’élément (ici un triangle) et d’autre part méme
st on savait déterminer cette zone de stabilité, comme le maillage est fize on
ne peut pas controler ’endroit ou tombe l’origine de la trajectoire. On pourrait
imaginer qu’a chaque itération on construise un maillage qui rende stable [’opé-
rateur d’interpolation défini a partir de ce méme maillage. En effet pour chaque
triangle pére du maillage il faudrait définir un triangle fils dont la région de stabi-
lité contient le triangle pére. Ainsi ['opérateur d’interpolation sur le triangle pére
serait défini comme la restriction sur le triangle pére de 'opérateur d’interpola-
tion défini a partir du triangle fils. Cependant cela semble trop cotdteur. Aussi
est-il plus judicieur de considérer d’autres opérateurs d’interpolation ayant de
meitlleures propriétés de stabilité comme les opérateurs de type Hermite qui font
intervenir la valeur du gradient de la fonction de distribution. Ceci sera ’objet
du prochain chapitre.

Remarque 27 Reprenons ’expression (2.91) qui s’écrit

m 6i§ . k k-1
o6 =Y -1,

On sait que le module de o(n,&) atteint son mazimum pour & = 0. Supposons
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que € — 1| < 1, ce qui est le cas lorsque |&| < w/3. Alors la série

est convergente et est égale a e®". Aussi on peut écrire

o(n, &) = " + O(l¢™")

et par suite .
Q(w.2) = ¢ + O(¢["™*")

avec z = (dp(m) + a, dy(m) + B). En prenant le module de Q(w,z) il vient
1Q(w,z)| =1+ O(l¢[™").

Mais comme |Q(w,z)| <1 on a en fait lestimation
[Q(w,z)| =1-0(l¢[™")

ou autrement dit, il existe une constant & > 0 indépendante de w et de z telle
que

|Q(w, z)| < 1—4[¢[™ (2.98)

On retrouve cette inégalité (2.98) dans la théorie de la convergence des schémas
aux différences finies pour les équations hyperboliques et paraboliques. En effet si
un schéma aux différences finies est consistant d’ordre 2r — 2 et dissipatif d’ordre
2r alors il est stable. Or un schéma dissipatif d’ordre 2r signifie que le module
du symbole du schéma (obtenu par transformation de Fourier du schéma auz
différences finies) vérifie l'inégalité (2.98) ot m + 1 doit étre remplacé par 2r et
Q par le symbole du schéma auz différences finies. Pour plus de détails voir le
livre de Gustafsson-Kreiss-Oliger [109].

2.4.6 Autres résultats
2.4.6.1 Reconstruction par B-splines

Dans cette section on prouve la convergence des schémas semi-Lagrangiens
lorsqu’on considére 'interpolation par B-splines pour reconstruire la fonction de
distribution. Tout d’abord on définit ’espace des B-splines d’ordre m + 1, et
I’espace d’approximation Xj,.

Soit m et r deux entiers positifs, alors on définit S,,41.,, 'espace linéaire des
fonctions B-splines d’ordre m + 1 sur [0, L] comme

Smt1,n, = {s(m) e €™ '([0,L]), D™'s(x) =0, Va € (x;,2541),Vi € {0, ..., Ny — 1}}

De maniére similaire on définit S, a,, ’espace des fonctions B-spline d’ordre 7+
1 sur [— R, R]. Ensuite on définit ’espace des fonctions B-spline 4 deux dimensions
comme le produit tensoriel des espace Sp,11,4, €t Syi1.a,-

Smi1r11,8,,0,(2) = Smira, ® Sriia,
= {s(z,v) = s51(x)s2(v) : $1 € Smy1,4,» S2 € Sry1.4,}-
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Remarquons que 'on a I'inclusion
Smtiri1a,a,(Q) C WH(Q)

avec k = min(r,m) et 1 < p < oco. Parfois on définit A comme h = max{Az, Av}
et parfois on notera par h un parameétre générique de discrétisation du domaine
2. On suppose r = m et on notera Sp41,(2) I'espace des fonctions splines a
deux dimensions d’ordre m + 1 sur 2. Alors X}, est défini par

Xp={fee™ (), f €Smnal@},

et 'opérateur d’interpolation 7, est défini par

mf= Y. > vi(f)B"(z/Az —i)B" (v/Av — j) (2.99)

ZEZ/Nz ]EZ/NU

ol la B-spline unidimensionnelle d’ordre m, B™, est définie récursivement par

B™(:)=(Bx.. ..* B)() = /Bml(u — )B(u)du. (2.100)

avec
1 —1/2<u<1/2

B'(u) = B(u) = { - (2.101)

0 ailleurs

Les coeflicients ; ;(f) sont solutions du systéme linéaire suivant

fii = f(zi,v)) Z%l F)B™ Y (i—k)B™(j—1) i€ [0,N,~1], j € [0, N,—1].

(2.102)
Maintenant on rappelle quelques propriétés sur I'interpolation B-splines.

i)
Smi1.4(92) = vect { B™(./Az — i) B™H(./Av — j)} Ve PTH(2.103)

2,7=0
i)
Sm1a(Q) CW™(Q) 1<p<oo 0<k<m (2.104)
iii) stabilité :
|7rfllze) < Cll flleey, Yf € LP(2) (2.105)

iv) Consistance et précision optimale : Pour 1 < p<ooet 0 <k <m

7 f = fllwrs@) < Ch™ K| flywmiiw), Ve W™P(Q)  (2.106)

Ng—1,N,—
v) La matrice [Zk , B™ (i — k)B™ (5 — l)] est définie positive si
: ij=1
bien que la solution du systéme linéaire (2.102) existe et est unique.

vi)

SO B h—i) =1, /Bm(u)du =1 (2.107)
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vii) Sim est pair la B-spline B"*(-) = B™(-/h—1) est construite sur les points
{Zi—m/2; - - Tizm/2} et si m est impair B"(-) est construite sur les points
{ti—m-1)/2, - - s titms1)/2} Ol

Th—(m+1)/2 T -+ Tht(m-1)/2
m+1

ty =

viii) Si m = 2r + 2, linterpolation par B-splines peut étre vue comme un
probléme de minimisation. En effet soit f € € et les points a = ¢y <
T < ... < Zpy1 = b, alors la fonction spline, 7, f € €% N Sory2.1([a, b]) est
solution du probléme de minimisation suivant :

9 1/2
dx)

b
T, f = arg min /
96%21“ a

970

sous les contraintes d’interpolation

(mnf)(x;) = f(z), i=0,...,k+1

(mhf)D(a) = fD(a), j=1,...,7

(M /YD) = fOb), G=1,...,r

splines naturelles { (m,f)9(a) = (mf)W(b) =0, j=r+1,...,2r
splines périodiques { (/)% (a) = (mp f)P(b) 7 =0,...,2r

a'r—}—lg
6$T+1

splines complétes {

Le schéma numérique est le méme que celui décrit dans la section 2.4.3, a ceci
prés que ’on remplace 'opérateur d’interpolation défini & partir des fonctions de
Lagrange par I'opérateur d’interpolation défini & partir des fonctions B-splines.
Maintenant on énonce le théoréme.

Théoréme 28 Supposons f, € %”C”’;,jrlw (Ry x Ry), positive, périodique par rapport
a x de période L, alors la solution numérique du systéeme de Vlasov-Poisson
(fh, Er), donnée par le schéma exposé dans la section 2.4.3, ot wj, est défini a
partir des B-splines d’ordre m+ 1, converge vers la solution périodique (f, E) du
systéme de Vlasov-Poisson et il existe une constante C = (||f|le20.rem+10))
indépendante de At, h telle que

L, hm
Hf_fh||l°°(0,T;L2(Q)) S C (At2+hm 2+ N >

et

3 hm72
|E = Epllieorize=(o,0) < C (At2 + A )
Preuve. Si on remplace 'opérateur 7, défini a partir des fonctions de Lagrange
par 'opérateur 7, défini par les fonctions B-splines, alors toutes les estimations
restent valables sauf les estimations (2.92) et (2.74). Maintenant il s’agit de
montrer que

Imnfllza) < Ifllez ) + O(R™%) (2.108)
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et
1T fll 2y < 1122 (@) + O(R™?) (2.109)

ou 7y, est défini par (2.99). Afin de prouver I’estimation (2.108) on utilise encore
I’analyse de Fourier. Soit A, une grille & deux dimensions dans I'espace des
phases. h est un paramétre générique de discrétisation qui désigne Ax ou Auw.
On appelle A}" 1a grille translatée de pAz dans la direction z et de nAv dans
la direction v, o1 0 < <1 et 0 <7 <1. On définit alors la norme ||.|;z ann de
la maniére suivante :

Ns N, 1/2
Pl e = (Amv 3 |fi+u,j+n|2)

i=0 j=0
ou fitajip = f(zi + @Az, v; + fAv).
En substituant
fi,j 1/2 Z f z(k(w),z”
|w|<N/2

et
=~ % w),Z
= Q|72 E A (w)eik@)ze)

lw/<N/2

a fi; et vk, dans (2.102) et en introduisant les notations

Q5 = (4,7), &) = (§e(wz), & (W) = (ko(we) Az, ky(wy)Av)

on obtient

zk JZi _ Zk z m—+1 m+1/
1/2 Z f o)z _|Q|1/2Z Z @z (t—k)B (-

\w|<N/2 Tl |w<N/2
|Q|1/2 Z Z z””e’i(ﬁ(“’)’ai,j*ak,z)BmH(Z- — k)B™(j —1)
k)l w|<N/2
‘Q‘I/Q z Z Zz,j>e*i<€(w)aap,q>Bm+1 (p)Bm+1 (q)
Py |w|<N/2

et par suite

1 = i Z; j

lw|<N/2 lw|<N/2

ou on définit D(w) par

D(w) = Z e*i(ﬁ(w),ap,q)Bm—H (p)Bm—H(q).

pq
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En multipliant (2.110) par son conjugué fois AzAv on obtient

AzAv Z Z f f z(k(w —k(w'),z )

‘ w <N/2 [w'|[<N/2

A‘.’I?A’U Z Z k(w)=k(w),2i.1)5(w)7 (w') D (w) D ().

w|<N/2 [w! |[<N/2

Comme

AzAv o2 Qo
k(v),zi ;) —
|Q| E E 6 d = 5w,u (2.111)

=0 7=0

on trouve I’expression suivante,

Y, f@lP= Y RAwlPw))?, (2.112)

lw|<N/2 lw|<N/2

qui nous sera utile plus tard. Maintenant calculons || f|| L2, Al On a

(T )it Z V()BT i+ p—= k)BT + 1 = 1)

‘Q|1/2 Z Z K20 BT (4 — k)B™ T (j 4 — 1)

kil |w|<N/2
a 1/2 Z Z k(W) Zitp,jtn) o= (k(w)azi+#—k,j+n—l>Bm+1(/L' + - k)Bm+1(j +n—1
‘ | kil |w|<N/2

et par suite
1 ~ ; _
(Thf)ispjon = o173 A(w)e! k@) zitmitnl N (w, 1, n) (2.113)
witn Q1
w|<N/2

ou
N(w, p,n) = e "€nalim) Bl (@p (1)) B (@4 (n))
p,q
avec les notations suivantes

0y, m) = (@5 (1), ad(n) = (p + 1, g +n).

En multipliant (2.113) par son conjugué, en sommant sur i et j, en utilisant
(2.111) et en posant
N (w, ;1)

Q(w, p,m) = Dlw)

on obtient

1l aer = S A@)PIN (@, 1)l

lw|<N/2

= Y, RWPDPw)’Qw,pn) (2.114)

lw|<N/2
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A présent cherchons a estimer |Q(w, p,n)| ot Q(w, u,n) s’écrit

J

(Z e~ e (we )&, (1) g1 (azx (M))) (Z e (wo)@ (n) B+l (62{] (77))>
(Z e~ €ep gm+1 (p)) (Z e~ Hva gm+1 (q))

Qw, p,m) =

(2.115)
Soit d; une grille & une dimension périodique de pas de discrétisation h et trans-
latée d’un incrément ph, avec 0 < p < 1. On observe alors que dans I’équation
(2.115) seule apparait la transformée de Fourier discréte de la B-spline B™*! qui
s’écrit

B\sz—l—l(f) — Z e_’faBm“(a).

acdl

On peut alors montrer que la transformée de Fourier discréte de la B-spline B™+!
est égale a sa transformée de Fourier continue & une puissance prés en O(€). Pour
étre plus précis on cherche a évaluer la différence

AB™(¢,84) = B™H(€) — Bt(¢).
h
D’un c6té on peut s’écrire

Em—kl(g) — /Bm—l—l(x)e—ixﬁdx
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et d’un autre coté on a

Bpri() = Y e ©B™(a)

h

aEJZ
= Z e‘iga/Bm(a — u)B(u)du

acdl
= Z /eigaBm(a—u)B(u)du

acdl
= / Z e_’f(a_“)Bm(a — u)B(u)e‘isudu

acdl
= /B(u)e"f“ (Z B (a — u)ei‘s(a“)) du
aeéﬁ

= B(&)Bj(9).

Par conséquent AB™"! (£, 61') peut sécrire

~

B ) = [ B - 1) (Br©) - B(©) du

+ /B(u) (/ B™(x — u)e %@ dy — Z B™(a — u)e’f(a”)> du

aedl

- (Bo-B3©) [ P e~ tya

—1/2
+ //B(u)Bm(x—u)e‘ig(w_“)dajdu—/ZB(u)Bm(a—u)e_if(a_“)du
- (B - Bg©) [ // 12 sin(u )
u)du (e Etdt — o — ™ (¢)e
+ /(/B( )d)B (t)e™ " dt /<§;B( t))B (t)e™ dt
 (B™(¢) — B™ v e /2 gin(Eu U
— 2 (B - Byo) [ ¢ sin(Eu/2d (2.116)

En prenant le module de (2.116) il vient

AB™(€,51)] < 2 (1~ cos(€/4)) [AB™(€,67)

| oo

En utilisant un développement de Taylor autour de £ = 0 on obtient

sup [AB™(&,04)| < O(€]) sup |AB™(€, 7)),

nel0,1] 1el0,1]
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et par récurrence il s’en suit que

sup |AB™(E, 6k)| < O(lg)™™).

1ef0,1]
Alors pour une grille 6}’ quelconque on a

Br+(6) = Bm() + O(lg™). (2.117)
La preuve de la relation (2.117) est due a Childs et Morton [50], qui I'ont établie

dans le cadre des méthodes caratéristiques-Galerkin. En introduisant (2.117)
dans (2.115) on obtient

1Q(uw, )2 = 1+ O(J€]™). (2.118)
D’aprés les propriétés de I'espace de discrétisation X, on a f € €™ 1. D’aprés

la relation liant la décroissance des coefficients de Fourier & la régularité de f il
s’ensuit que

—~ 1 1
w)|~——-- et Flw)|~-—-"--. 2.119
F@l~ rrem @ A~ e (2119)
Par ailleurs il est facile de voir que
D(w)[ <) B™(p) < 1. (2.120)

p

En introduisant (2.118) dans (2.114) et en utilisant (2.119), (2.120) et (2.112) on
obtient

jw[" D (w)|*

”ﬂ-hf”%i,A‘,:’ﬂ < Z F(w) P D(w)> +0O [ k™ Z

wl<N/2 W LTl
< |IfI2. + O [ A+ Z el
- L 1+ |w|™
|w|<N/2
< flz: +O | A > fwl
|w|<N/2
2 -2
< flIz: + O (A7)
(2.121)

Montrons maintenant que

17n fllz2@) < Nz ) +O (R™72).
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En effet on peut écrire

I fllia) = Jim ZIIthIIL

1,j=0

N—1 ||7Thf||Lz R

'h/N,jh/N

— "h
= dm
o S e + O (")
= 0% N2
i,j=0

< ||f||%i(n) +0 (h™?).
Maintenant montrons les estimations
1Tifllz @) < Nfll2 ) + O(R™72), i=1,2.

I s’agit donc de calculer ||m, f|;; a0 et [[maf]] 12,404 Commengons par calculer
/113 az0- On

(Th)ivass Z% (f)B™ i+ o — k)B™(j 1)

mm 55 el B G
Kl |w|<N/2

‘Q|1/2 Z Z (k(w) Zita; i) o~ i(k(w)Zita;-k.j-1) gm+1 (i+ o — k)Bm+1 G —1)
kol |w|<N/2

et par suite
1

(TS )ivas i = Q12 D Fw)e ™M ) gwy, ) D(wy) D(wy)  (2.122)
w/<N/2
ou _ .
Z ee(wa)tei=k) (5 4 o — k)
k
o(wz, o) = : (2.123)
] > P B(p)
p
et

= Z et (“=)p B(p)
p

En multipliant (2.122) par son conjugué, en sommant sur ¢ et j, grace a (2.78)

on obtient
Av - - . )
2 ~ = v (wy)—ky (wW),))v;
17 fllzz az0 = 28| " FH(w)F(we, wh) D (wa) | D(wy) D(wh)| 00y, wg) [Pehe o) kel
|w|<N/2
|wy | <Ny /2
§=0,...,Ny
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qui grace a (2.79) devient

Imnflie ame < D oup(we) W) PID(w)[?
w|<N/2
avec
Osup(Wz) = SUP{|Q(aj’ww)|2a 0<a; <1,}
En utilisant (2.117) et (2.123) on obtient
|Osup(wz)|? =1+ 0 (|§w‘m+1)

et par conséquent on obtient
2 _
17 fllz2 azo < [l fllzz @) + O (hm72).
De la méme maniére on trouve aussi
2 _
I fI2s qos < £z +O (H2).

Finalement on obtient pour 7 =1

||7~Ef(t)||L,3(Q) < lm T f Ol
< lmnTof ()]l 2, Az
< NITf @)z + O (B72)
< IfF@Ollzz@ + O (™2)

et pour 1 = 2

||75f(t)||L%(Q) < ||7Th75f(t)||L§L(Q)
< N Taf (]2 a0
< ||75f(t)||L§(Q) +0 (hmd)
< Nf@llez ) + O (F™7?)

ce qui achéve la démonstration. m

Remarque 29 Les estimations précédentes ne sont pas optimales car, comme
dans le cas de l'interpolation de Lagrange il devrait exister une constante ¢ stric-
tement positive indépendante de w, | et n telle que

Q(w, p,m)[* <1 —0J€™ et |osp(w)|* <1 —0al¢™™

ce qui permettrait d’obtenir les inégalités
Imdllzey < Wfllig et 1l (omazcon) < Il

et les estimations d’erreurs

hm+1
f = fullieor;20)) < C (At2 + Am 4 )

At

hm+1
HE — EhHloo(mT;Loo([O,L])) <(C (At2 + pmH + W)
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2.4.6.2 Reconstruction par ondelettes

Dans cette section on prouve la convergence des schémas semi-Lagrangiens
lorsqu’on considére ’approximation par ondelettes pour reconstruire la fonction
de distribution.

Avant tout, on rappelle briévement ce qu’est une analyse multi-résolution par
ondelettes.

Par définition, une analyse multirésolution est une suite de {V;};cz de sous-
espaces vectoriels fermés de L?(IR), vérifiant les propriétés suivantes

Vi CVin (2.124)
f(z) € V; <= f(2z) € Vj1u (2.125)
(Vi=0 (2.126)
jez

U V; est dense dans L*(R) (2.127)
jez

Il existe une fonction ¢(x) dans Vj telle que {¢(z — k) }rez

soit une base de Riesz pour V; (2.128)

Rappelons qu’une famille {e;} est une base de Riesz d’un espace de Hilbert H si
et seulement si les deux propriétés suivantes sont satisfaites
* Les combinaisons linéaires finies ) | f;e; sont denses dans H
* Il existe deux constantes strictement positives A et B telles que pour toute
suite finie {3;}, on ait

AN 1B <) Bl < BY 1B (2.129)

Si on appelle P; 'opérateur de projection sur Vj, alors (2.127) implique que
lim; o, P;f = f pour tout f € L*(R). Une conséquence de la propriété (2.128)
est que Vj est invariant par translation d’entier,

feVo= f(-—k)eVy, VkeZ.

Généralement on impose qu’en plus d’étre une base Riesz la suite {¢(- — &) }rez
soit une base orthonormée de V4. Il s’en suit que {@; x(z) = 29/2¢(27 2 — k) } ez est
une base orthonormeée de Vj. Alors il existe une base d’ondelettes orthonormée
{jx; 3,k € Z} de L2(R), b x(z) = 29/?p(272—k) telle que pour tout f € L2(R),

Piaf = Pif + > (f, )ik

kEZ

Pour tout j € Z, on peut alors définir W; comme le supplémentaire orthogonal
de V; dans Vj;1. On a
Vin=V,©W;

et
Wj 1 ij Sl_] %]I

2.4.Convergence de plusieurs classes de schémas semi-Lagrangiens d’ordre élevé



Analyse de convergence de quelques schémas

87

Par conséquent, pour j > jo,

j—1
Vi =V D Wi

1=jo

ou tous les sous espaces sont orthonormés. En vertu de (2.126) et (2.127) on peut
écrire la décomposition en sous espaces orthogonaux de L?(R)

L*(R) = PW;.

JinZ
De plus les espaces W; héritent de la propriété d’échelle (2.125) des espaces V; :
feW; < f(2/:) e W,.

Comme ¢ € Vy C Vi, et puisque ¢, est une base orthonormale de V; on a

¢=> hnoin (2.130)
avec
ho = (6, 10) et > |ha|*=1. (2.131)
nez

On peut écrire (2.130) de la maniére suivante
$(x) = V2> hao(2x — n) (2.132)
n
ou encore dans 'espace des fréquences

~ 1 o~
$(&) = 7 Z hne ™ $(£/2), (2.133)

ou la convergence des sommes a lieu dans L?. La formule (2.133) peut se récrire
comme

3(€) = mo(€/2)6(£/2) = (2m) 2 [ [ mo(277€), (2.134)

j=1
ou

1 —in.
me(€) = 7 Xn:hne ¢ (2.135)

est une fonction 27-périodique dans L?([0, 27]). De plus on peut définir ¢ via la
transformée de ¢ par la relation

D(€) = €mo(€/2 + m)$(£/2). (2.136)

L’orthonormalité de ¢(- — 1) (resp. ¥(- — [)) qui implique pour (/5 (resp. TZ) de
satisfaire la relation

ST+ om) = (2m) ! (resp. Yo E+2n)P = (2m) ) (2.137)
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confére & my la propriété suivante (voir |58|)
mo (&) + Imo(€ +m) > = 1. (2.138)

On voit que dans le cas ou les {t;x};kez forment une base orthonormale de
L?*(R) alors la propriété de stabilité sur 'opérateur de projection 7, = Py est
immédiate. En effet on &

lmnfllz: = 1P flIZ:

= > [ b))
= > [{f )

G<N
< [IflIZ2 (2.139)

ou

£z = D [, )

k,jEZ

En fait il plus intéressant, d’un point de vue pratique de chercher les condi-
tions que doit satisfaire la fonction de transfert mg (c’est-a-dire les coefficients
h, du filtre numérique qui définissent ondelette 1) de telle sorte que 'ana-
lyse multirésolution fournisse une reconstruction qui soit L?-stable et d’ordre
élevé. Pour cela on a besoin de définir les structures obliques ou en anglais “fra-
me”. L’existence d’une base de Riesz implique I’existence d’un opérateur linéaire
continu surjectif 7' de [? (espace des suites de carré sommable) dans 1’espace
de Hilbert H tel que pour tout x € H il existe une suite 3, € 2 telle que
r = Y, Brer et telle que I'inégalité (2.129) soit vérifiée. Alors on peut former
I'opérateur adjoint 7% : H — 1> de T (voir [150]). Cet opérateur est continu et
on a |T*(x)||z > B Y|z, Vo € H. Autrement dit il existe deux constantes
b > a > 0 telles que

1/2
al|zfly < (Z \(m,ew%lz) < bf|a |- (2.140)
k

On peut récrire (2.140) en introduisant un opérateur linéaire continu L : H — H
défini par

L(z) = Z(fﬂa €k)HE-
k
Alors (2.140) signifie que
al < L <bl,

ou I est 'opérateur identité. On voit que 'opérateur de reconstruction sera
stable si les constantes B et b qui interviennent respectivement dans les inégalités
(2.140) et (2.129) sont inférieures ou égales a 1.
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Théoréme 30 Supposons que mgy est un polynome trigonométrique tel que
Imo(€)” + [mo(§ + )P =1 (2.141)
et mo(0) = 1. On définit ¢ et ¢ par

o6 = (2m) 72 [ [ mo(27%6), (2.142)
D(E) = e Pmo(E/2+ m)p(£)2). (2.143)

Alors
1) ¢ ety sont des fonctions de L? a support compact, satisfaisant

o(z) = \/_Zhnqﬁ 2z —n),
Y(z) = \/_Z h ni16(22 —n),

ol hy, est déterminé par mq via mgo(§) = % >, hnem e

2) les Vjx(z) = 29/2p(2x — k), j, k € 7Z constituent une structure oblique
(ou “frame”) de constante 1, c’est a dire a =b = 1.

3) B <1 ou B intervient dans l’inégalité (2.129).

Preuve. Pour la démonstration des points 1) et 2) voir la proposition 6.2.3 (Dau-
bechies (1992)) dans [58]. Montrons maintenant que B < 1. Pour cela montrons

d’abord que
> (€ + 2 < (2m)
!

En utilisant (2.143) et (2.141) et en supposant que

> 186 +2m)* < (2m) 7, (2.144)

il vient

ST+ 2> = Y Imol€/2 + al + m)Plo(E + 2ml) 2
l

l

= |mo(&/2+m)P Y |6(¢ +27m)
+ mo(¢/2) Y (€ + 7+ 27m)

< (@2m) " (Imo(&/2)]° + [mo(§/2 + m)I)
< (2m)!
Il faut donc montrer l'inégalité (2.144). On pose

k+1

H mO ]g 7r,7r](27k€)
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ol X[_nx(277E) = 1 si [€] < 7, et 0 sinon. Alors @(5) — & presque partout
lorsque k£ — oo.

En remarquant que X[ (275 +27%2xnl) = 0 si [I| > 2¥, en utilisant (2.141) et
la périodicité de my on a

2k k+1
o3 g +2a))2 = 3 ] Imo(277€ +2792n1) 2
leZ {=—ok j=1
2k k+1 0 k+1
= Y JIIme@7¢+2772r0))> + Y []Imo(279¢ + 2772x1)?
=1 j=1 1=—2k j=1
2k k+1 2k k+1
= ) [[Imo@ ¢ +2772rt)? + Y [ ] Imo(27¢ + 27 72m1 — 27 7272%)
=1 j=1 1=0 j=1
2k (k+1 k+1
= > {H mo(277¢ + 2772nl)” + [ [ Imo(279€ + 27921 — 2_j27r2k)|2}
=1 \j=1 j=1
k+1
+ [ Imo(277¢ — 27722k 2
j=1
k+1
= []Imo(277¢ — 2772m2k)?
j=1
2k k
+ > mo@7 e+ 27 2al) P [ Imo(277€ + 27921 2
=1 j=1

ok

k
+ > mo@7F e+ 27 2wl — ) 2 [ [ Imo(277€ + 27921 2
=1 j=1

k+1 PLE
= I Imo(2 7€ 2 92722 + 3" [ [ Imo(2 7€ +2 F2n0)?
j=1 1=1 j=1
En décomposant le second terme de la somme précédente on obtient
N k+1
QWZ |0k (€+ 2nl)|* = H Imo(277€ — 2772m2%)
I, j=1
2k-1 g 2k k
+ > JIme@c+292x0)>+ > []lmo(2 7€ +2 72r1)?
I=1 j=1 J=2k— 141 j=1

2k—1 k k
= ) { Imo (277 + 2792ml)* + [ [ Imo(277€ + 27727l + 2_j27r2k_1)|2}
7j=1

=1 j=1

k+1
+ [ Imo(2 7€ — 2 722k ?
7j=1
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et par suite

21y | pe(€ + 2nl)

leZ

k+1
[ Imo(277¢ — 27727257
j=1

et par récurrence, en utilisant (2.141), on obtient

21 Y |pp(€ + 2al)

lez

2k—1 k-1

D Imo(2 ¢+ 2 R 2 )P [ [ Imo(2 7€ + 2 72rl)

=1 j=1

2k—1 k-1

D Imo(27F¢ + 27 R 2ml + )P [ [ Imo(277€ + 2772r0)
=1 j=1

k+1 2k—1 g1

[ Imo(27¢ — 2772a2%) > + Y " [T Imo(277¢ + 277 2a1)
j=1 =1 j=1

k+1 2 1

[ Imo(279¢ — 2792a2%) > + > "] Imo(277¢ + 27921)
j=1 =1 j=1

k+1

L1 Imo(277€ — 2772m2) > + [mo (/2 + m) P + Imo(€/2)
j=1

k+1
1+ [ [ Imo(277¢ — 27 72m2%) 2
7j=1

Puisque m(0) =1 et mg(+7) =0 on a

k+1

lim ian Ime(279¢ — 277272%)|2 = liminf|mg(£/2)%. .. |mo(275E) 2ime(27F 1€ — m) |2
k—o0 e k—o0

Par suite il vient

= 0

20y [$E+2m)P = Y liminf|ge(€ +2))[?

lez

lez

.. e 2
liminf ) _ |¢x(¢ +2n0)]
leZ
k+1

< 1+ liminf 27i¢ — 279 2k) |2
< 1+limin Hl\mo( £ —2792m2")
J:

IN

< 1

Maintenant en utilisant la relation de Parseval

1 2w
™

2
dé =) laf?
k

E :Ckele%
k
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et 'inégalité

Z\ (€ +2r)” < (2m)7"

on obtient

2

2
o 20/2(20 . ) e ER ()| de

¥

1

k
<> lejul?
ik

ce qui achéve la démonstration. m

L2

—ikg

om > [ip(€ + 2ml)[2de
l

Remarque 31 Pour étre sir que ¢ génere une véritable analyse multirésolution
il faut que la séquence {¢(x — k)}ren soit une base de Riesz, c’est-a-dire que
linégalité (2.129) doit étre vérifiée avec A et B strictement positif. Autrement
dit il faut s’assurer que

D Id(€+2m)P > A> 0 (2.145)
l

En terme de my la condition (2.145) est équivalente a
mo(27%) #0, k>0, E€K

ol
0e K, |K|=2m et Upey (K +2nm)=R.

Un choiz judicieur de K implique que la condition (2.145) est assurée si mgy(§) #
0 l¢l < /3 (cf [52 58]).

Maintenant que 'on a trouvé les conditions pour que la reconstruction par on-
delettes soit stable, on va chercher les conditions pour que la reconstruction soit
d’ordre élevé. Soit m cet ordre. En fait si les coefficients h,, du filtre numérique
vérifient la propriété

> (-1)"n'h, =0, £=0,...,m—1,

n
qui est équivalente & la propriété

d(i

mo(€+m) = O(|¢§|™) <= P

alors (voir |58, 60, 52|) les polynémes de degré inférieur ou égal & m — 1 peuvent
étre générés par des combinaisons linéaires de ¢(z — k). L’ordre d’approximation
d’une reconstruction par ondelettes est donné par le théoréme suivant.
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Théoréme 32 Soit 1;, une base d’ondelettes associée a une analyse multiréso-
lution définie par (2.124)-(2.128), (2.133) et (2.136), ou les coefficients du filtre
numérique h,, vérifient les relations

> (—1)"nhy =0, £=0,...,m—1.

Si ¢ € H®™ glors pour toute fonction f € H™ il existe une constante C indé-
pendante de h ~ 27N telle que

| f = mnfllae < CR™ ¥ fllam, 0<k<alm)
ou TTh = PN-

Preuve. Pour la preuve de ce théoréme voir [79, 60, 52, 80]. m
Pour résumer une analyse multirésolution fournit une reconstruction d’ordre élevé
et L2-stable si

mol€) £0 le| < /3, (2.146)
mo(§)[” + mo(€ + ) =1 (2.147)
et

Imo (&) = 1+ O([¢[*™). (2.148)

On donne ici un exemple d’une classe d’ondelettes qui vérifie les propriétés (2.147)
et (2.148).

Exemple : les coiflettes. Les coiflettes sont construites de telle sorte que pour
£=0,....,m—1,

dE

d—{:e%@o =0, (2.149)

/x%(m)dm =0 <

et de telle sorte que pour £ =1,...,m —1,

/gb(:c)da: —1 e g0) =1,
dé
det
L’avantage d’avoir beaucoup de moments qui s’annulent pour %, est la com-
pressiblité. En effet pour les échelles fines les coefficients d’ondelettes (f, ;)
d’une fonction seront pratiquement nuls 1a oil la fonction sera réguliére. Cela per-
met donc de localiser de maniére précise les singularités d’une fonction. Puisque
[ ¢(z)dz = 1, les coefficients (f, ¢;,) ne seront jamais nuls. De plus, comme
[2t¢p(z)dz =0, £=1,...,m — 1, pour f assez réguliére, un développement de
Taylor montre que pour j assez grand (f,¢;x) =~ 279/2f(2/k) avec une erreur
négligeablement petite si f est réguliére. On a ainsi une formule de quadrature
simple pour déterminer les coefficients (f, ¢;x) & partir de f lorsque j est assez
grand. La condition (2.149) est équivalente en terme de my a

mie) = (F) c,

/ o'¢(a)de =0, = —=d)._, =0. (2.150)

2.4.Convergence de plusieurs classes de schémas semi-Lagrangiens d’ordre élevé



94 Analyse de convergence de quelques schémas

et la condition (2.150) est équivalente a
mo(€) =1+ (1 — e )" L(€), (2.151)

ot L(¢) et L(£) sont des polynomes trigonométriques (voir [60]). La derniére
équation (2.151) implique I’équation (2.148) et la condition (2.146). Par ailleurs
comme les coiflettes forment une base orthonormale ’équation (2.147) est satis-
faite.
Les propriétés de stabilité et d’approximation d’ordre élevé présentées ci dessus
permettent d’écrire le théoréme suivant
Théoréme 33 Supposons f, € %c”’;,jrlm (R X Ry), positive, périodique par rapport
a x de période L, alors la solution numérique du systeme de Viasov-Poisson
(fn, Er), calculée par le schéma exposé dans la section 2.4.3, o m, = Py ® P,
avec h =2V et
Puf =" (ftbin)tin-

9
converge vers la solution périodique (f, E) du systéme de Vlasov-Poisson et il
existe une constante C = C (Hf”%(()’T;HWH—I(Q))) indépendante de At, h telle que

pm+1
I1f = fallieoriz2) < C (At2 + A 4 E)
et

hm—|—1

|E — Enllieo0,1522(f0,27)) < C (At2 + A 4 Tt)
Remarque 34 Le cas idéal serait d’obtenir des ondelettes orthonormées (stabi-
lité), interpolantes (approximation d’ordre élevé) et & support compact (décom-
position/reconstruction locale, performance calcul). Malheureusement ces trois
conditions sont impossibles a réaliser simultanément (cf [58]). Cependant on peut
obtenir une base d’ondelettes orthonormées, a support compact, non interpolantes
mais d’approximation d’ordre élevé, ce qui est le cas pour les coiflettes. Les inter-
polettes, construites a partir des polynémes de Lagrange, sont a support compact,
interpolantes, non orthonormées mais L?-stable. Enfin les ondelettes de Lemarié
construites a partir des B-splines sont orthonormées, interpolantes, a support
non compact mais G décroissance exponentielle.
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2.5 Convergence d’un schéma semi-Lagrangien avec
propagation de gradients

Les schémas semi-Lagrangiens sur des maillages non structurés qui utilisent
un opérateur d’interpolation de Lagrange de degré élevé pour reconstruire la
fonction de distribution sont instables. Aussi nous verrons dans le prochain cha-
pitre que des reconstructions de type Hermite qui implique la propagation de f
et son gradient dans ’espace des phases donnent des schémas stables et d’ordre
élevé. Ici nous donnons une preuve de convergence des solutions construites sur
l’algorithme présenté dans le prochain chapitre. L’étude de la stabilité H' des
opérateurs d’interpolation définis sur une triangulation étant difficile, ’espace
des phases est approché par une grille.

2.5.1 Hypothéses de régularité pour le probléme continu

Dans la suite de notre propos on supposera que fy(z,v) vérifie les hypothéses
de régularité suivantes

foe €t . (R, xR,)

C,PET

Le théoréme 2 donne 'existence et 'unicité de la solution (f, F) tel que

f€E (0,T;%, ., Re x Ry))

C,peTx

E €%, (0,T;%, e, (R))

\DET

2.5.2 Le probléme discret
2.5.2.1 Opérateurs d’interpolation

Soit Q = [0, L] x [ R, R], avec R > Q(T), et M, une grille cartésienne de I’es-

pace des phases Q. M), est donnée par une suite croissante de points (;);cqo,...N,}
appartenant a 'intervalle [0, L] et une suite croissante de points (v;)ico,....n,} aP-
partenant a l'intervalle [—R, R].
Soit Ax; = x;41 — x; le pas de discrétisation dans l’espace physique et Av; =
vir1 — v; le pas de discrétisation dans I'espace des vitesses. Afin de simplifier
I’étude on supposera que Ax; = Az, et Av; = Av. On appelle A un paramétre
de discrétisation générique qui désigne Az ou Av. On définit un opérateur d’in-
terpolation d’Hermite Z}*

TR () o = F(2)0i(2) + fzi41)is1(2) + f(20)03(2) + fzi01)0ii1(2)

Zi: 241
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ol
(2= 2i1)?[(z = 2ig1) = 2(2 — 2)]
¢z(z) - (Zz _ Zz'+1)3 )
— 2 V2[( . — . — .
¢i+1(z) — (Z Zz) [(ZZ(ZZ il—;lz_)’_j)_gQ(Z Zz-}—l)]’
_ (z = 2i)(z = Zz'+1)2
T/Jz(z) - (zz — zi—|—1)2 )
(2 = 2)*(2 — zin1)
Vir1(z) = (2 — 2i01)?
: d
fe) = T
et un opérateur d’interpolation de Lagrange ZF
i+2
I’ff(z)h:zi,zi_'_l] = Z f(Zk)gi(Z),
k=i—1
ol .
th(z) = Z_ﬁL —2)
‘ i (= 7).
ik

On considére alors 'opérateur d’interpolation 7}* définit par

Ny

it f(z,v) = ZI,Z"f(:r, v;)0(v, v})

§=0
lorsqu’on effectue du transport dans la direction z et

Ng

it f(z,v) = foff(% v)d(z, T;)

=0
lorsqu’on effectue du transport dans la direction v, ol

1siy=y;

0 sinon.

De méme on définit mF a partir de ZF.
Soit p et v les vecteurs (o, -, fj,+* , pn,) €t (vo,-++ v+ ,vN,) avec 0 <
p,vi < 1,V(i, j) € [0, Ng] x [0, N,]. On définit la norme || - [[z2 avo par

Ne Ny 1/2
Pl = (mvzz |fz-+u,.,j+w|2) |

i=0 j=0

On définit aussi 'opérateur de translation 7, , par

(T"”"f)i,j = fi+ltj,j+l/i = f(iCz + MinC, Vj + I/Z'AU).
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2.5.2.2 Opérateurs de transport

Maintenant on introduit quelques opérateurs de transport. Soit .7, ¢, 'opéra-
teur de translation défini par

%’gf(t,l',’l)) = f(tv'T_ h7v_§)'

On suppose que t € [t", "] alors, on peut définir 7; = 7°, o = T,°, T;'°,
710’1, 21’0 et 7;0’1 comme il suit

Tif(t,z,v) = (Joayzof) (t2,0) = f(t,x — vAL/2,v),
Toft2,v) = (Gomnf) (tz,v)=f(t,z,0— AtE(t"/2 1)),
T f(twv) = Tif(t,v)
= (Zoatj200:f) (t,2,v) = (0uf)(t, 2 — vAL/2,v),

Tlodf(t,l“,v) = 0,Tif(t,z,v)

At
= (%At/?,oavf) (ta xz, U) - 7 (%At/?,oawf) (ta x, U)

= (8,f) (t,x — vAL/2,v) — %(awf)(t, T — vAt/2,v),
T f(ta,v) = 0 Taf(t z,v)
= (Foam0ef) (t,2,0) = AtOE ("2, 2) (%o, a80, f) (1, 2, )
= (0uf) (t,z,v — AtE("T'/2 1))
— AE (1"2,2) (8,f) (t, 2,0 — ALE(E"?, x))
T f(twv) = 0,Tf(tx,v)

= (Bamwduf) (t,2,0) = (0.f) (t, 2,0 — AE(E"/?, )
ou E(t,x) est solution du probléme de Poisson

%(t,x) = /vf(t,a:,v)dv -1
(2.152)

L
/ E(t,z)dz = 0.
0
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On pose

et

T — UlAt/Q = Tk+m + HkAx

b0(e) = ht22)(h o)
h(z) = Z—Z(3h—22)
Yolz) = 5(h=2)
W) = -

ou h désigne Az ou Av. On définit alors '7'1, ’711’0 et 7“10,1 de la maniére suivante

(Tirw)

(7))

(7 )

k,l

k,l

Kl

+

(Zoatyzomi £) (& we, v0)

frini ()P0 (06 AZ) + frnirs12(t)d1(0pAT)

On frm 1t (8) %0 (06 AZ) + O frnsk1,4(8) 1 (B A)
(Zontj2,00:mf) (¢, Tk, v1)

Frn ki (8)60(OkAT) + Fnir1,1(t) b1 (0 A)

O Fn (80 (O AT) + Oy frnyi41,1(1) 01 (O Acz)

At
(«%At/z,oﬂ;favf) (t, $kavl) Y («%At/z,oazﬁzif) (ta L, Ul)

> Oufmria(®)6 ((m+ i+ 04)Az))

i=k—1

S Uk O30(0D2) + i) (BeA)

O Frntet (1) V0 (0kAT) + O frnsir1,1 ()01 (BxAT) Y

avec fii(t) = f(t, zk,v1) et Opfru(t) = (Ouf)(t, g, v1).

Soit les deux problémes de Poisson suivants

(P)

(8 @)= [Ty -1

r

E,T;Hﬂ(m)dx = 0.
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()= e
L d n+1/2
/0 (%Eh ) (x)dz = 0.

que l'on discrétise en utilisant une formule aux différences finies d’ordre quatre
pour la dérivée en x et une formule de quadrature d’ordre quatre pour l’'intégra-
tion en v. On se retrouve avec les deux systémes suivants :

et

(P) =

BB P ) — By ) - (B ) - By o)) = 1

:

(P,) = ¢ —l—%{(ﬁfh(tn))k,o-k (ﬁfh(tn))k +4 Z (Tfh ") )k +2 Z (7'1fh )k,z}’

l,impair [,pair

E,’:H/Z(xo) + E’?H/z(me) +4 Z E}r:+1/2(xl) + 2 Z E}’:+1/2($l) =0,

\ l,impair [,pair
( 1 n n n n
oAz B0 EL P (@hin) = 0By (@) = OB (nn) — 0B (2))}
71,0 n ~1,0 n 10 n 71,0 n
(Pl = 4 x{(’rl ), (RR), = (7200) +2Z O fa(t)
,impair [,pair

0B (w0) + 0By P () +4 Y 0BT (@) +2) ) 0By T () =

\ [,impair l,pair

Comme on impose des conditions aux limites périodiques en x on a

E2+1/2(xl+Nm+l) = EZH/Q(JCZ), leZ
By P (apin,) = 0BT (w), e

n+1/2 (.Z')

Finalement on construit £, en utilisant I’opérateur d’interpolation d’Her-

mite Z* et on a

By (a) B2 (290 (00) + B2 (2411) 61 (002)

‘[wi,wH_l] = h

+ O EMT (400 (0AT) + 8, B (w151 )b (0AZ)

avecx = x; +0Az et 0 <0 < 1.

On pose
— AtE!P (2) = vpgm + 0.
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On définit alors les opérateurs de transports ’75 = ’7;0’0, AQI’O, et '7'20’1, par

ﬁf(ta x, U) = (%,AtEhf) (t, z, U) = .f <ta Z,v — AtE}?—l—l/Z(l‘))
T f(tz,v) = 0Taf(t,o,v)
= (ot 0o f) (t, 2, 0) — AtOEF T (2) (T aam, 00 f) (E, 2, 0)

= (@0f) (ta,v— ALE;T(2)) — A, B () (0, f) (82,0 — ALET(2)
h

Sy

o) = 0,Taf(t3,0)
= (Foam,0f) (1,3,0) = (B f) (2,0 = ALELT ()
et To =720 M0, et T2 par
(%f(ﬂ)m = (Toam, i f) (t, T8, 01)

= femt1(t)0o(1AV) + fimii1(t)d1(0:Av)

+ 6vfk,m+l(t)7/)o(91Av) + 8vfk,m+l+1(t)¢1(91Av)

(T2F®) = (Foammfons) (b owv) = MOEL (00) (Foaam, Dot ) (b e, 1)
+2
1=l—1

— AtaxE}TZ—Hﬂ(-Tk){avfk,m+l(t)q50(9lAv) + fk:,m—f—l—}—l(t)d;l (6,Av)
+ O fem1 (D)o (01A0) + Oy frmrer (81 (6, Av) }

(T @) = (Foammidnf) (t,zem)

Kl

+ fk,m+l(t)¢5o(91AU) + fk,m+l+1(t)¢51(91AU)

+ Oy frmit (D)o (1AV) + By frmrira (t)01 (0, A0).

avec Oy fi.(t) = (0, f)(t, x, v1)-
On introduit la notation suivante

Ta

2.5.Convergence d’un schéma semi-Lagrangien avec propagation de gradients
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ot a = (ay, ) € {(0,0),(1,0),(0,1)} avec |a] = oy + ay et ou
T {7777 T}

7—1,0
er-(70)

Pour alléger les écritures on prendra la convention suivante

0°f € {0"f,0%°f,0% f} = {f, 0., 00 f}

Par ailleurs on notera aussi

2.5.3 Le schéma numérique

Le schéma numérique est donné par

(@ (™), = (T o T ﬁo‘fh(t”))k’l, ol <1, k€ [0,N,], 1 €[0,N,]
avec

(0° ) = (0°fo) k, |@l <1, une discrétisation de la donnée initialefy,
0% fi(xo + L,vy) = 0% fil(xo, v), |a| <1, VIe€[0,N,]
la condition aux limites en z et
o fil(x,v) =0, Y|u| > R, Vz € [0,L], |a <1.

la condition aux limites en v.

2.5.4 Analyse de convergence
2.5.4.1 Théoréme

On énonce le théoréme

Théoréme 35 Supposons fy € ‘fc‘fpm (R X Ry), positive, périodique par rapport
a x de période L, alors la solution numérique du systéeme de Vlasov-Poisson
(fn, En), calculée par le schéma erposé dans la section 2.5.3, converge vers la

solution périodique (f, E) du systéeme de Vlasov-Poisson et il existe une constante

c=C (Hf||f€2(0,T;<€I:1(Q))> indépendante de At, h telle que pour |a] <1 on ait

1e Q Azt —+ Ayptlel
||a f_a thl‘x’(O,T,Li(Q)) S C (At2+ At

(Az* + Av?) 1+ Az N 1
Aglel At At))’

et
107 = 0% Epll o < O(Af+ Azt + Av'+ Azt

Aztlel 4 Apt-lal - (Axt + Av?) < Az 1 ))
+ ~ )

0,75L5°([0,L]))

At T AL N
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2.5.4.2 1Idée de la preuve

On veut évaluer I'erreur globale au temps ¢"*!
9%t = ([0 f(t"T) — 0% fu (8" L2 -
Pour cela on décompose 0% f(t" L, zp, v;) — 0% fr(t" 1, 2, v;) comme il suit

O f (" g, vy) — O fr (", g, 1)

= O (" gy ) — (T 0 T o TS (1), (11)
(T T o Tof () — (T o T o ToF(M) , (12)
(T T o Tefwm), — (Teo oo Terw), (13)
+ (T o T o T/ () = fule), (14).

Afin d’estimer 0%"*! on estimera les quatre termes de droite de I’équation
précédente. Ces estimations sont décrites dans les paragraphes suivants.
2.5.4.3 Estimations a prior:

On commence par le lemme suivant qui donne une estimation du terme (/1),
qui peut étre assimilé & une erreur de discrétisation en temps.

Lemme 36 On suppose que f € €' (O,T; (gc‘fpm (Ry X ]RT,)), alors il exriste une
constante C telle que pour |a| <1

[0 (") = T o T o TEF(E") || 2y < CAF
Preuve. D’une part on a

f(tn_H,iE,’U) — f(tn—H’X(tn-l-l;tn—H,x,U), V(tn+1;tn+1,$,v))
= Xt @), V(T 3,0))
fam, X @), va")).

et
OF (n1
vf(tn+1 T ’U) — am(t ,ZIJ,’U)
T af n+1
8_v(t ,l‘,U)
[ w® ) [ e vE)
0X .oy OV, . Of i n s (m n

= VX@"), V)V, X @), V()

2.5.Convergence d’un schéma semi-Lagrangien avec propagation de gradients
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On introduit Ty et Ty que 'on définit par

Th T>
Tl — 7—11,0 ’ T2 — 7;1,0
7-10,1 . ,1

D’autre part on a

Tl O T2 O Tlf(tn)

Tl (¢] T2 e} Tlf(tn, x, U)

Ty

f(t", z —vAt/2,v)

(0 f) (™, x — vAL/2,v)

(8o f) (", x — vAL/2,v) — £H(D. ) (t", z — vAL/2,v)
—v& + AR (2 5) v — ALE(t"H2, 1))

OTZ

G

0uf)(t, & — v + AL F(n+1/2 3y — ALE(t7Y2, 1))
2 2

Ty X{(avf)(t" z

@ f)(t",
K _T(wa)(tn’x
Fm X @), X ()

—AtawE(t”“/?,
, T — V5 5

— vt + AL B2, 5),v — AtE(t"1/?, 7))

z)
vt + SEE("12, 5),0 — AtE(t"/2, 1))
At AthE(t"‘H/Q,x), v — AtE(tm—l/?ax))}

VA + ALB(I12, 0), 0 - ALE(H2, 1)) )

)

= % (") (@af) (", X (), X (1)) + g—‘;(t")(auf)(t", X ("), X(t")
X () (01) (0%, T, () + 2 () 0,10, K ), T
X(t") =z — vAt+ A—752E(t"+1/2, x — vAt/2)
et
V(") = v — AtE@A™? z — vAt/2).
Un développement de Taylor donne alors
X(EH2) = (= vAtf2) = X () — (X (L) — V()AL
= X(E) = (X () - SR () (2.159)
= O(A®).
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En utilisant (2.153) on obtient

V(tn)—i}(tn) _ (V tn+1 AtE(tn+1/2,X(tn+1) V(tn_H)%))
" e (V1) = AL (57172, X (07417 + 0(A¢))
= V(") = (V) — AtB(E 2, X (7012)) + O(AF)

= V(") — V(™) + AtV (1) + O(AP)

On en déduit que

sup {

De méme on a

X" - X" =

0oV (t"; 4"z v) — 80“7(t";t"+1,x,v)‘ |V(z,v) € [0,L] x [-R, R], |a| < 1} < CA#.

(X (1) — AtV (1Y) + AL E (12, X (1) = V (t"+1)%))

)= (X @) — AtV () + AL B (112, X (1712) + O(A) )
= (X (1) — AtV (¢7+1) + AL B (1412, X t"+1/2))) +0(AtY)

(X (1) — ALX () + A2 X (t”+1/2)) +O(At)

(X (1) — ALX () + AR X (t"+1)) +0(A).

On en déduit que

sup {

On note

X (") — 0°X (1)

|V(z,v) € [0,L] x [=R, R], |a| < 1} < CAP,

X (™) = X ("t g, vy), Vi) = V(T 2y, vy).
Finalement on en déduit que
(Tio oo Tif(t")y = f{", Xea(t") + O(AL), Viy(t") + O(AL))
= f{t" Xea(t"), Via(t")) + V", Xia(t"), Viea(t))- O (AE)
= S X (871), Vg (8741)) + V", Xa(t7), Viea(87))- O (AE)
= ft" ag,v) + V", Xk (™), Vi (t™)).O(AE?)
et

£ = T 0 T o T () lize) < CALI e 0102

Par ailleurs on a

VI @) — (VT 0 VT 0 VTif(7),] <
‘(V)?k,l(tn)avvkl(tnw — (VX (1), VVig(t™)) ‘ ‘Vf (t , Xt )a‘N/k,l(t"))‘
+ (VX ("), VVi(t™)) ‘Vf (t" Xkl(tn) Vkl(tn)> -Vf (tn:Xk,l(tn)aVk,l(tn))‘

< CA (||Vf||loo(0,T;L2 Q) + ||V2f||loo(0TL2(Q)))
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ce qui achéve la démonstration. m
On continue avec une proposition qui va caractériser la stabilité des opérateurs
d’interpolation.

Proposition 37 Soit it et w5 les opérateurs d’interpolation et 7, , ’opérateur
de translation définis dans la section 2.5.2.1. Alors pour toute fonction [ €

% (0,T;%,(Q)), on a

||T”’07T’/:‘fHL%L(Q) < ||f||L%(Q) (2.154)
o iz ey < Iz (2.155)
700 | 120y < 19ef iz ey (2.156)
lrosmF sz < lzzie (2.157)
HTO’”WZ{fHL%L(Q) < ||f||Lg(Q) (2.158)
HTOaVa'UTZ‘fHLi(Q) < ||avf||L%(Q) (2.159)

Preuve. On ne démontrera que les estimations (2.154)-(2.156), car les inégalités
(2.157)-(2.159) se démontrent exactement de la méme fagon.
Commengons par 'estimation (2.154). On a

HTIlvaOthHL2(Q) H7TthL2 (A0 -

En utilisant la décomposition de f en série de Fourier

fi,j | 1/2 Z f Z(k(w)azz .
|w|<N/2
on obtient
i+2
(ﬂ-’ff)i—i—uj’j - 1/2 Z Z f 64 xz"'lu'jACU) i(ke(w), 5
|w|<N/2 k=i—1
- 1/2 Z f ,U],wz) i(k(w),zi—1,5)
|w|<N/2
ol

3

o, we) =D Le((1+ pj) Ag)eihe eI

k=0
Par conséquent on obtient

$ ’U
||7TthL2 A0 = AmAUZZ z+u 2 ’Ll:f)iﬂij,j

=0 5=0

= AmAvii Z Z f (/Ljaww)g(uj’w:,v)

1=0 j=0 |w|<N/2 |w'|<N/2
e—z(k(w) k(w' ),(1,0))6i(k(w)—k(w’),zi,j)'
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Comme

on obtient

Puisqu’ on a

on obtient finalement

ik (we)—ka( i —
|L| Ze ‘ wm "‘” )wl - 5‘*’3}7‘*’:’@

Ny
Z Yo Flw) Flwn )l e, we) PRl
=0 |w|<N

|w|<N/2 |wy, [ <Ny /2

(ko (wo)—ko(wy))v; _ =4
|2R| Z o

[7r f [z amo < sun{lo(p,wa)?, lweAz| < L/2, 0 < p <1}

X

|Z Yo Y Jw Flwg, w)eitho(wn)—ko@,)v;

J=0 |w|<N/2 |w | <Ny /2

< sup{lg(u,wx)IQ, weAe| <L/2, 0<p<1} Y [flw)

|w|<N/2

< sup{|o(p,wa)|*, [weAz| < L/2, 0 < p < THIfIIZ: (0

Comme dans le cas du lemme 21, sans perte de généralité on pose L = 2,

Ax=h,E=whet (=

w — 1/2. 11 faut alors montrer que

sup{|o(¢, §)[, [€] <, [¢] <1/2} <1

avec

et ou

4:(¢) =

i=—3/2

3/2

oG = D Q™

k=—3/2

3/2

11 % ke{-3/2,—-1/2,1/2,3/2}.

ik

Ceci a déja été fait dans le lemme 21. En procédant de la méme facon que
précédemment on obtient

ot f ey = il ageo

1/2

< sup{lQ(uw,&h), 0< <L, [l <} | D [Flw)

|w|<N/2

< sup{|Q(p, &, h)], 0 < p <1, €] S 7 fllzz o)
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ou
Q1 €,) = Pol1ah) + 1 (4h)e™ + 5 (k) + 1541 (uh)e’
et
ITuodamitf |l = [19amaS [ 1y aeo
1/2
~ 9|2 2
< swp{| Q&M 0<p<t gl <mb [ D fwl [Fw)]
|w|<N/2
< sup{|Q(u, &, )], 0< <1, €] < mH|Oufllrz o)
ou N .
Q& W) - €] = 1O &, W),
avec

Qp, €, h) = Go(ph) + &1 (uh)e™ + i€io(ph) + i (uh)e™.
Il faut donc montrer que
Quup = sup{|Q(1, §,B)[, 0 < p <1, ] <7} <1

et
Qaup = sup{|Q(1, §, M)], 0 < <1, [ <7} <1

Commencons par Qg,p. D’abord on remarque que Q se récrit comme
Qu, €, h) = Qp, &) = (142p) (1= p)* +(3—2p) p? € +i€ p(1— p)* +i€ p* (n—1) €.
En prenant le module de Q, aprés quelques manipulations algébriques on obtient

Q)P = 1—p"(1 = p)* {2(1 — cos€)(3 — 2u) (1 + 2p) — £2(4p* — 4p+ 1)
281 —cos&)u(l — p) — 26sin&(—4p* +4p+ 1)} .

On fait le changement de variable suivant. On pose v = p — 1/2. Aprés quelques
manipulations algébriques on trouve

Qe =1 - ((3)2—1/2)20(1/,9

o(v, &) = —v2(4sin(£/2) — 2¢sin(£/2))* + 8(1 — cos €) — %52(1 —cos &) —4€sin® €.

ou

Pour montrer que Qg < 1 il suffit alors de montrer que o > 0, V|£| <7, |v| <
1/2. Puisque o est un polynéme du second degré en v dont le terme en v? est
négatif il suffit de montrer que pour tout &, tel que || < 7 les racines de o sont
réelles et de module supérieur ou égal & 1/2. Les racines de o sont

_ —8(1 — cos &) + 3€2(1 — cos &) + 4Esin” &
vr(8) = jE\/ “2(4sin(€/2) — 2€sin(€/2))?
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Il faut alors montrer que
1
v (OF > 5 (2.160)

L’inégalité (2.160) est équivalente &

9(§) <0
ou
g(€) = —6(1 — cos &) + &2 + 26 sin €.

Pour montrer que g est négative on fait ’étude de la fonction g. Pour cela on a
besoin de dériver g trois fois. On a

g%@) = —dsing +2€ + 2 cos§
%(5) = —2cos&+2—2siné
d3
d_gg(g) = —2fcosé
é‘ —T o _E 0 z Qo T
d3g ’ X
il I

4 0 4
d%g
ae ) \G\_/ \_/0/
2—m 2—7
0

dg
x© N
0
0
9(6) / \

Montrons maintenant que @sup < 1. Pour montrer que @Sup < 1 il suffit de
montre que

1Q(u, &, R — |E <0, V|E| <7, 0< p<1.
En fait Q(u, &, h) s’écrit

Qu,&,h) = Qu,€) |
= 6p(p— 1) +6p(1 — p)e’ +i6(1 — p)(1 — 3p) +ip(3p — 2)€

En prenant le module de Q, on trouve

1Q(u, ) = T2p*(1 — p)*(1 — cos §) + 12 sin Ep(1 — p1) (6 — 6 + 1)
+ (1 —6p+6p%) +2(cos € — 1)Eu(1 — p) (1 — 3) (3 — 2)

2.5.Convergence d’un schéma semi-Lagrangien avec propagation de gradients
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En faisant le changement de variable y — v+1/2, aprés quelques manipulations
algébriques on trouve

19, O)I” — |€* = a(&)v* + b(&)v* + c(€)

o
a(§) = :12 sing 6t cos gr
b(¢) = _—2 <6sin% _2§COS§>2+§2 (1 +Sin2§>]
c(§) = —<3sing—§msg>2_€2

Tout d’abord on remarque que

: 1
o(+39)

Par conséquent |Q|% — |€|? s’écrit

2

—[€*=0

0w O — el = ( -(3) ) 07 +B(E).

Montrons maintenant que S est positif. D’aprés un résultat sur les équations du
second ordre on a

1
~Lae) = atereto)
I1 reste donc & montrer que ¢(§) < 0, V[¢| < 7. On a (&) = [1(€)12(§) on

L) = 3sing—§cosg—§
L&) = 38in§—§cos§+§

Pour étudier les signes de [; et ls on aura besoin de calculer les dérivées jusqu’a
l’ordre trois.

diy § &, ¢
d_§ = (3055"‘451n2 ]_
dly § & . ¢
R >S5 241
i cos2+4sm2+

d?l Pl 1.¢& & &
e ez~ 477278 2
3l dBl, € ¢
e’ ded 160 2
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& —T 0 T
3l
d—gg(@ - 0 -

0
ﬁ@)////\\\\
2

dls
d—g(f)
1+7/4 1+7/4
I \L\
b e
C:lllg - 0 -

Finalement on a

QW &) — €2 <0, v <1/2, €<

]
On continue avec le lemme suivant qui donne une estimations du terme (/2).

Lemme 38 Soit f € €, (0,T;%2(Q2)), alors

|

TioTao Tif(t") — TroTo o 1 f(t7)

L2(@)

< CAt (At2 Azt + Avt + A5+ AzAvt + H (Tl - 71) £(t)

Ly ()
T () — 5|

h

|

o 32|74 7) s

Li(ﬂ))

2.5.Convergence d’un schéma semi-Lagrangien avec propagation de gradients
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et

HVﬂOVﬁovﬂfWQ—VﬂovﬁovﬂﬂW)

Li ()

< CAt <At2 + Az® + Az Avt + Avt + Azt + Azt H (7'1 — 7~E) f(t")

L2(®)

+Az~t

T (£ = FaD|,

h
L (Q))

Preuve. On introduit les courbes caractéristiques ()/(\' (™), V(t”)) définies par

+ |70 = T0) £y

Ly ()

o R CORFATD)

X", z,v) = z—vAt— AtQEnH/Q( — vAt/2)
V(" z,v) = v-AtE;;“/?( — vAt/2)

En reprenant la philosophie du lemme 36 on a

(71 o 7\5 o ﬂf(tn))k,l = f (tn, )?lc,l(tn)a Vk,l(tn)) ;
(v7; oV 0 VT, f(t"))kl -V ()?k,l(tn), Vk,l(tn)) \Zi (t", Xt Vk,l(t")) .

)
Par conséquent on peut écrire

‘(7'1 o T o Tif(t"))y, — (71 O%Oﬂf(tn))kl‘

< ‘Vf (Xk,z(tn)yﬁc,l(t" )‘ (‘Xkl (™) Xkl ‘ ‘Vkl (™) Vkl(tn)

)

et

‘(Vﬂ 0oV 0 VTS ("), — (VT 0 Vs 0 Vﬂf(t"))k l‘

IA

v ()’Ek,l(tn), Vk,l(tn))‘ : (‘w?,c,l(t ) — VX4 (")

\Vvkl " — V(")

)
)

+ |Vf <Xk,l(tn)a‘7k,l(tn)> - Vf ()?kl(tn) Vi (™) )‘ ‘V (Xkl( )aVk,l(tn)ﬂ

|V Vealt") = VVia(7)

IN

vf ()?k,(t“),%l(t" )‘ <‘VX,” ") — VX5, (£7)

)

: ‘VQ f (Xk,l(tn), Vk,l(t"))‘ : ‘v (Xk,l(tn), Vk,l(tn)) ‘

+ (‘Xkltn Xkl ‘ ‘V;cl Vk,l(t")
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(‘)?k,l(t") ~ Xt

(

(

09X, (") — 02X, ()| et |9V (t7) — 82V ()

lisant la définition de ()?(t”), lN/(t”)> et de ()?(t"), V(t”)) on obtient

)

< CAt ‘E,?“/Q(xk — weAL/2) — B(tH2 gy — vat/2)‘

et . En uti-

Cherchons & estimer

+ ‘Vk,l(t") — Veu(t™)

< CAt HE,’;“/Q(x) _ B/, :c)HL

< OAt (HE(th/?, z) — E(n 72, x)HLw + HE(thﬂ, z) — E;“/?(x)HLw) ,
(2.161)
)

8wEfTZ+1/2($k — v AL/2) = OBt zy — UkAt/2)‘

By X s (1) — B Xy (1) | + |05 Vi s (%) — Vi u (17)

+

< CAt

< CAt

8$E}7ll+1/2(x) _ 8$E(tn+1/2, m)HL

< C’At(HazE(t"“/Q,x)—8zﬁ(t"+1/2,x)HL +H@xﬁ(t"“ﬂ,x)—SEEZH/z(x)HL )

(2.162)
et

By X (") — By Xt ()| +

5«;‘71@,1(75”) — av‘N/k,l(tn)D

< CA?#

0B 1% (5 — vk AL/2) = O B(t™Y, 3y — veAt/2)

< CAR|0,EM? () — 0,E(t+1/2, z)

LOO
< COAP (HaxE(th/?, z) — 8, B(tm1/2, :r)H + Hawﬁ(tnﬂ/?, z) — 0, MV ()
L()O
) 3 (2.163)
ott E(t"*1/2 ) et 0, E(t"*t/2, z) sont solutions des problémes de Poisson

)

(iﬁ) (t"+12 o) = /'Ef(t",x,v)dv —-1= /f(t",a: —vAt/2,v)dv — 1

~ dz
B={ 7
/ E(t"/2 z)dz = 0.
0
et
d (d ~
(13,) - (@ (@E)) (tn+1/2’3;) = /Uﬂl’of(tn,x,v)dv _ /Uazf(t",x — wAt/2,v)dv

Ly "
n+ .
/0 (—E) (t ,x)dr =0

B2 z) — B2 z)|| et

oo

On cherche d’abord & estimer
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H&CE(t”H/?, ) — O, B (112, :r)H . En utilisant ’équation de Vlasov il vient
L()O

2,3, 0) — f(t7, @ — vAL/2,0)
At/2

= O f(t"V2, 2, 0) + vO, f ("2, x,v) + O(AL)

= B2, 2)9, (172, v) + O(AY).
et par suite

HE(tn+1/2) _ E(tn+1/2)

Lo

L “+00
=[x (e - sy - oariz ol ) dy
0 —00
< CA.
De méme en dérivant 1’équation de Vlasov par rapport a z il vient
Opf ("2 2 v) — O, f(t", 2 — vAL/2,v)
At/2

oo

= —0E(t"?,2)0,f(t"/?, 2,0)

— B2, 2) 0y f (1712 2, 0) + O(AR).

et par suite

|oB@172) - 0, E@172)

Lo

L —+00
[ ([0 ) - ausery = vtz e ) ay
0 —00
< CAP.

Loe

et

Maintenant cherchons a estimer ‘ EPTY2 (g) — E@n Y2, 1)
oo

|0 B3 @) — 0. B v2,)]|
LOO
Par la suite on utilisera les notations suivantes

[ 57— g 5,

B - e

= max ‘@Cﬁ(tnﬂﬂ, xy) — 8$E2+1/2(a:k)‘ .

1,00

et
M1 00 = N lloo + 111,00 -

Supposons que z = xx + #Ax, avec 0 < 6 < 1, on a alors

‘E(tn+1/2’x) _ E;?H/Q(.T)‘ < ‘E(tn+1/2,x) _ ¢0(0Aa:)E(t”“/2,xk)

- ¢1(9A$)E(tn+l/2,$k+1) - ¢0(9A$)azﬁ(tn+l/2al“k) - 1/11(9A$)5zﬁ(tn+1/2a33k+1)

+ [60(02) (B2 ) = B ) + 61(080) (B2, ai) = B (i)
o (0Az) (awE(th/?, o) — 8wEZ+1/2(xk))

+ 61(0) (0. B2, 2011) = BB (@s0)) |
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On en déduit que

| By — gy

< C(Am

T
#(0,T564([0,L))) h

1,00)

Lee o'}

+ Az ‘E(t”“ﬂ) _ g

De la méme maniére on montre que

Hamﬁ(tnﬂ/z) _ &UE,T:H/Z < C <A$4 HEH 1Azl E(tn+1/2) _ E;ZH/Z
L %(0,T;64([0,L])) o0
—/n n+1/2
+ ‘E(t - B / 1,oo)
Maintenant on cherche & estimer || E(t"+1/2) — EPT/2| et ‘E(t”“/ 2y _ grt1/? X
Pour ce faire on procéde comme il suit. On peut écrire ,
1 ~ ~ ~ ~
DAL {8 (E(tn+1/2,$k+1) . E(tn+1/2,l’k,1)) . (E(tn+1/2,$k+2) . E(tn—H/Q,.’Ek,Q))}
= 8, E(t"/2, z1,) + O (Az?)
=—-1+ /'Ef(t",xk, v)dv + O (Az*)
=—-1+0 (Az*) + O (Av?)
AU n n
+3 {(Tf(t"))ko (T, +4 D (TFE)g+2 ) () }
l,impair l,pair
Si on pose 0By, = E(t"tV/2, z,) — 8, By '/* () on obtient
12A {8 (5Ek+1 — 5Ek 1) (5Ek+2 - 6Ek_2)} =0 (A.’E4) + O (AU4)
A,U n T n n T n
TN~ (Fe), |+ T, - (TE),
+4 Y [Tft” — (Tifule), }—1-22[7‘1 (")) (ﬁfh(t”))kl}}
l,impair [,pair ’
(2.164)
Par ailleurs on a
1 1
oA |8(0Eri1 — 0Ex_1) — (0Ek 2 — 0Er_2)| > T9A |8 0Eki1 — 0Ek_1| — |0 Exyo — 0 Ey_o|
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En utilisant la périodicité de § E} on obtient

N,
1 T
Tz 2 180Ek — 0By 1) — 0Bk iz — 0By )|
k=0

N,
1 x
> 12A1 ; |8 |5Ek+1 - 5Ek—1‘ - |5Elc+2 - 6Ek—2|‘
1
2 oA 12A7r 82 |5Ek+1 — 0E)_ 1| - ; |(5Ek_|_2 —0E)_ 2|
1 Ny N,
~ 1Az {82 01 = 0B a| = 3 0Bk — 0Bx| = ) |9y - 5Ekz|}
k=0 k=0

1 .'E
> Az ;;% 0Bk +1 — 0Bk 1.

(2.165)
En utilisant (2.164), (2.165) et 'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

N No Ny
; 041 — 0B, 1| < O (Az*) + O (Av?) + CAzAw kz%lz; (TLf @)y — (ﬂfh(t"))kyl

<o(ast)+o(av)+c (| (7-F) s T (F(E) = £ul0)

)
Li(9)>

Ll () * ‘
<0 (8¢ +0 (av') vl (| (7 - T) s T = ")

(2.166)

L2(Q) )

h

On pose M une valeur moyenne de ¢ F

A
M=S7 {5E0+5EM+4 3y 5El+225El}

l,impair l,pair

alors on a
mkin dE < M|

En utilisant une version discréte de la formule de Taylor avec reste intégral on
obtient

Ny
max 0F, < mkin 0, + ; |0Eri1 — 0 Ek_1]|
Ny
< IMI+ ) 16Bk — 0Bl (2.167)

k=0

2.5.Convergence d’un schéma semi-Lagrangien avec propagation de gradients
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Or d’aprés la condition aux limites pour Ej, (voir le probléme (P,)) on a

§Ey+0Ey, +4 Y 6E+2) 6

l,impair l,pair

— E(t”H/Z,xO) + E(tn+1/2’me) +4 Z E(tn—l—l/Z’xl) +9 Z E(tn—l—l/Q’xl)

l,impair [,pair

—N—

El 2 (20) + EFTY P (zy,) + 4 > Er 2 (z) 42 > E;“/?(x,)}

l,impair l,pair

L
/ E("2 2)dz + O(Az?)

o
= O(Az*)
(2.168)
Finalement en utilisant (2.167) et (2.168) on obtient
Ny
6Bk < O(Az*) + > [6Eps1 — 6Ey (2.169)
k=0
A partir de (2.169) et (2.166) on obtient
HE(t“+1/2) — B < oAzt +Avt 4+ H (73 — 7~1> f(@")
00 L;(Q)
T (F() — fa(t 2.1
+ [T )fu)ﬂ%m) (2.170)
De la méme maniére on trouve
Tm+1/2y  pmtl/2 < 4 4 H 1,0 51,0 n
B - B <o (Aa: + vt + [ (70 - T re) o
51,0
’ t") — fn(t" 2.171
+mese - nen|,,,, ) (2.171)

En utilisant (2.161)-(2.163) et (2.170)-(2.171) on obtient

}

< CAt (At2 Az + Avt + A5+ AzAvt + H (Tl - 71) ()

Sll€11p {‘)?k,l(tn) - )N(k,l(t")‘ + ‘V;c,l(tn) - Vk,z(tn)

L2(®)

Ti (£(7) = falt")

+ Aa (T =T) £

L%(Q))
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et

sup{‘VXkl ") — V)?k,l(t")

+ ‘fok,l(t") — V(")

}

< CAt <At2 + Az + Azt Avt + Avt + Azt + Azt +

L2(9)

(7= 70) e

+Az | Ty (f(7) = falt™))

L(Q) + H (7;1,0 B 7;1,0) f(t”) L(Q)

ﬁl’o(f( t") — fu(t"))

Ce qui achéve la démonstration du lemme. m
On continue avec la proposition suivante qui établit la stabilité des opérateurs
de transport.

Proposition 39 Soit f € 6,(0,T,%,(2)) alors

ITef Oz < 1 Ollgo (217
ITf Oz < 1 Olzggo (2173)
|70, < 170 (2174)

et il existe une constante C indépendante de h et At telle que

O] < Ol (2175)
|77,y < 107 1300 (2.176)
H7~?’1f(t) @ S 100f (D)l 2y + CAL102f ()]l 20 (2.177)
|70, < 170300 (2.178)
O, S 10 Ollizey + OIS Ollizy  (2179)
|70, < 107 @ 300y (2.180)

2.5.Convergence d’un schéma semi-Lagrangien avec propagation de gradients
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Preuve. Commencons par I'inégalité (2.172). On pose di; = (v;At/2,0) alors

Nz Ny
1T oy = D03 1F(t z —uAt/2,0) AcAv
k=0 [=0
Nz Ny

- GXX XY Fef

k=0 1=0 |w <N/2 |w!|<N/2

w,)ei(k(w)—k(w'),zk,l—dk,l>

)

Ny N,
| Ne Ny e
0 DY D ) Flw) flw)eithelwa)helwn))memudt/2) ilko (o) =k (wr o
k=

| 0 1=0 |w|<N/2 |w'|[<N/2

1 . P~ =
= R D S B EIREf(w) flu)

Ww|<N/2 |w'|[<N/2

= Y Y Fw) )

W|<N/2|w'[<N/2

= 3 F@)? =113

w|<N/2

Les estimations (2.173)-(2.174) se démontrent de la méme maniére que (2.172).
En utilisant (2.155) on obtient

A partir de (2.156) il vient

|

Grace a (2.154) on trouve

T.f

R L P ) PP

THOf

_ At || ~
T |70l + 5 |77

< 1100 f 1Lz oy + CAL [0S 1l 20y

IN

L2(%) Li()

En utilisant (2.155) on obtient

_ .
177], 0y = [ 775 ;) < 102500
Grace a (2.158) on trouve
70,1 — |7 H
7215 0 = |0 g < N0 S

2.5.Convergence d’un schéma semi-Lagrangien avec propagation de gradients
g grang. g &
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E’TLL—H/Q

Maintenant montrons que ‘ est borné. Pour cela supposons que ||0, fr,(t")]] L2(®)
1,00

est borné. Alors & partir du probléme P il vient

N,
> 0By whn) = 0By (@) < 20+ CAza Y (T f(eY)
k=0 kol k,l
< L C)Nl’o "
< +C || T fa( )L}L(Q)
< L+C QHNW "
< L+ oVRI|T )],
< C
et par suite
A
| < Sa ) + 0,5 P a,)
1,00 3L
+ 4 0B @) 42 0B (w)
l,impair l,pair
No
+ Y 0By (wh) — awEZHﬂ(l“kfl)‘
k=0
< C.

Maintenant démontrons I'inégalité (2.179). A partir de (2.157) il vient

ce qui achéve la démonstration. m
On continue avec le lemme suivant qui donne une estimation de la précision des
opérateurs de transport.

- At -
70 3 7y

IN

8IEZ+1/2H ‘

T, L
0,
L2(9) )Bﬂh 2 12(9)

< ||8$f||L%(Q) + CAt ||8Uf||L,2L(Q)

L3(9)

Lemme 40 Soit f € 6,(0,T;%,()), alors il existe une constante C' indépen-
dante de h et At telle que pour |a| <1 on ait

|(7=72) £
|(7-72) 1)

< 4—|a|
qe = O Wllaerst)

< 4—|af
o S Ol g

Preuve. Si f € €%™([a, b]) et si 7w, f est le polynéme d’Hermite de degré 2m — 1
qui interpole f et ses m — 1 premiéres dérivées en a et b alors

Hf(zm)HLOO([a,b]) h2m—j 0<ij<2 1
Gm = jemt o Vsssam=l,

IN

Hf(j) — mp fO ”LOO([a,b])

2.5.Convergence d’un schéma semi-Lagrangien avec propagation de gradients
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ou [j] = j si j est pair et [j] = j + 1 si j est impair. En utilisant les estimations
de la proposition 39 on obtient

|(7-7) s

= GO ST0) 9N

< CAz* ||f||<;f,,(0,T;?fb4(Q))

L:(Q)

VAN

||71 (amf(t) - (93571';':[]((15)) HL%(Q)

< CAZ |l (o:rs30e)

[(70 =701 10|y < 1T o) =70 1300
+ OAL||TL (0uf (t) = 0umiF (1) || 2 )
< C(AtAZ? + Az') ||f||<gb(o,T;%,;1(Q))
< CAZ? ||f||%b(0,T;%f(Q))
|(%=%) 1), < 1 (GO =T O340
< CAv! 1Nl (0.0
[ =7 50y < 17010 - 01 0)

< CAY || fllg (orsse)

<

T2 (05 (t) = 0.1 B)]|, o,

. ‘ T (Buf (1) — Qumlif (1))
C(AtAY + Av) [fllg (0,503 0))

CAG* | f i, (0,72 (@)

CAt

O, Er/?

L ()

ININ +

u
Maintenant on cherche & évaluer les quantités (73)

T o TR o Tf(t") = T o T o TR (1)

£2(Q)

2.5.Convergence d’un schéma semi-Lagrangien avec propagation de gradients
g grang. g &
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Lemme 41 Soit f € €, (0,T;%;(Q2)), alors

|

TioTo Tif(t") = Ty o T 0 TLf (1)

L2(9)

< C(A:& A+ At(At2 + Azt + Avt + Az + AzAv?

+| (7 -T) s, + T - )

Li() Ly ()

)

T (F@m) = falt™)

+ AT =T) s+ A

L2(Q)
et

Hle o VT3 0 VTLf(t") = VTi 0 VTs 0 VTif (")

L2 (%)

< C(Ax3 A+ At(At2 + A3+ Az~ Avt + Avt + Agd

(7 =7) 5], T (£0) = fult)
s T 0@ = 0] )

Preuve. Tout d’abord on considére la décomposition suivante

+(1+ Az

+(1+ Az™h)

L3(9)

+ (70 - 7) re

< (T =Te) 0 T o s ()

|70 o T s () = Tt o Tt 0 T p27)

12(9)
(2.181)

L2(9)

+ |Teo (T = T) o Tof(1")

13(9)
2.182)

L: ()

(
+ |Teo T o (T =T2) f(t)
(2.183)

Commencgons par le terme (2.181). Le terme (2.181) peut se décomposer de la
maniére suivante :

< (- T) om o T

(72— 7)o o o)

2@ = Li(©)
(2.184)
«a Ta T o (4
7o (T - ) e Tes ]
(2.185)

| T (T = T) o TR

L2(Q)

(2.186)

2.5.Convergence d’un schéma semi-Lagrangien avec propagation de gradients
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Commencgons par (2.184).

| (7 - 7e) o7 o T

< CAz"||T50 Tif (@)l

c (”f”fg,,(o,T;%;(n)) ) ||E||<5b4(9)) Ag?le
< CAg* o

Li(9)

IA

Le terme (2.185) a déja été estimé et le résultat est donné par le lemme 38.
Evaluons le terme (2.186). Si on introduit les courbes caractéristiques suivantes

At?
= z—vAt+ TE(t”H/Q,x)

At?

(")

V") = v— AtE@A™T? 1)
") = :c—vAt+7E,?+1/2(x)
(")

= v— AtEZHﬂ(x)
on a

((F-m)oms), | < [ (e Rear) Te) - 7 (e, T

< CAtHEZ+1/2—E(t"+1/2) IVl oo ) -

On en déduit que

|(%=7) oTirem

< 5= e

o0

et en utilisant (2.175) on obtient finalement

E;:_H/z _ E(tn+1/2)

IN

C|Q|At‘

Too(B=7) o Tif() , . N

< CAt (AP + Az* 4+ Av?

(7 -7)

+

+||T: () = st

L2(2)

2.5.Convergence d’un schéma semi-Lagrangien avec propagation de gradients
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Par ailleurs on a

‘((v@ ~VT) o Vﬂf(t"))kl‘

IN

( 5,V t") -<V)?,j’l(t")—V)?,j,l(t") - Vf/,c*,l(t")—vﬁc*’l(t"))
Vs (Rra) V) = 9 (o), V) |- |9 (R, V()|
VI (K5, V)| - (| V) = VX0 + |9 Tz0m) - 96|
)
| w2 (R, V)| - |9 (K, V),

C (19 lgoramn 1V oo - 10:E g o)

(CAGERHD

IA

+ (| - Xy

+ |V = Ve

IN

X

\V,:l (t") V,:l(t")

+ VR - VR

)

< cat|B - B

1,00

A partir des inégalités (2.176), (2.177), (2.179) et (2.180)

|V7 (VT - V) o VTLF (")

< (1+0AY (V= VT) o VTif(27)

Li()

h L% (Q)

< clnlat| B - B

1,00

< CAt (At2 + Azt + Avt + H (7 - 7) s

|

Continuons avec le terme (2.182). En utilisant (2.175) il vient

L2 ()
T (F(t™) — fu(t™))

T - )|,

L:(9)

L}i(ﬂ)>

S -7 e

Fo(r-7)ensil, < [-7)ersel,
< CAv* ||71f(tn)||<g;(n)
< CAv? ||f||<g(0,T;‘€b4(Q)) :
En utilisant (2.176) et (2.177) il vient
[v7ie (V= V7)o VTS0, < A+ OB (V- VT) 0TSO,
< CAU3||71f(t”)||%;(Q)
<

CAv? ||f||<g(0,T;‘fzf(9)) ’
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Finissons avec le terme (2.183). En utilisant (2.175) et (2.178) il vient

|TioTao (T-T) 1|, < |To(Ti-T) £

L2(Q) L2(Q)

(7~ 7) e

IN

L; ()
CA* [T (1) g3 0

<
< CA | fllgorsse) -

En utilisant (2.176), (2.177), (2.179) et (2.180) il vient

HV’E o VT o (vfrl _ vfrl) £ i < (1+ CAY) ‘V% o (V71 _ V’/;) £t .
2 _ T n

< (14 CAY) (Vfrl VTl) TN 120
< Al
< CAgz ||f||<g(o,T;<5;(Q)) .

|

Maintenant on cherche a évaluer les quantités (/4)

|7 o T T = 2, -
Lemme 42 Soit f € 6,(0,T;%, (), alors il existe une constante C' indépen-
dante de h et At telle que
[T Bo s ") = )|, o < IF6) = falt") 3o

et

|V 0 V0 VT () = 51|, o < L+ CADITIE) = Tl 300

Preuve. En utilisant (2.175) et (2.178) il vient

|7ioTois@) = )|,y < [ToTCG@ =R,

< |T(FE™) = falt”
< |Ree - aen|,,,,
< FE) = Fa()l 2 (@)

En utilisant (2.176), (2.177), (2.179) et (2.180) il vient

|70 9T 0 VTL(1 ) = 1),
< (1+CAY) Hvﬁ o VTi(f(t") — fu(t)) .
< A+ CAY VT = (D)), o
< (14 CAYPIVAE) = VAl e
< (1 CAYIVAE) = V) sgo
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]
Preuve du théoréme 35. En assemblant les lemmes 36, 38, 40, 41 et 42 on
obtient

€n+1 14+ CAt AtAx €n vy
= +
Veni At(1+Az Y 1+ CAt Ve, Vy

v =C (A + (1+ At + Az)(Az* + Av?) + Az* + Az?)

ou

et
(V7), = (V7), = C (A + Az (1 + At + Az)(Az* + Av?) + Az® + Az?).
Les valeurs propres de la matrice

1+ CAt AtAzx
At(1+ Azt 1+CAt

sont équivalente & 1 + O(At). En déroulant la formule de récurrence on obtient

€n+1 _ i Y e ()
Veni1 At Vy Ve

qui est 'estimation d’erreur de 0%f — 0%f, énoncée dans le théoréme 35, en
supposant que eg = Vey = 0. A partir des estimations (2.170) et (2.171) et de
I’estimation d’erreur de 0 f —0* f;, on trouve 'estimation de 0*E —0“ E, énoncée
dans le théoréme 35. =

2.6 Conclusions

Dans ce chapitre on a présenté des preuves rigoureuses de la convergence
de plusieurs méthodes numériques et des estimations a prior: sur la vitesse de
convergence des suites de solutions construites, vers la solution du probléme
continu. L’étape la plus délicate est I’'obtention d’un résultat de stabilité sur les
opérateurs d’interpolation. Si dans le cas des grilles, I’analyse de Fourier et plus
précisémment les séries de Fourier fournissent un outil pratique pour établir la
stabilité L?, dans le cas des maillages non structurés et notamment des trian-
gulations, il n’existe pas d’outil mathématique adapté. Afin de continuer ’étude
des méthodes semi-Lagrangiennes avec propagation de gradients, et d’établir la
stabilité d’opérateurs d’interpolation complexes (faisant intervenir les valeurs de
la fonction de distribution et de ses dérivées partielles dans 1’espace des phases)
agissant sur des triangles une voie de recherche serait la construction d’un ou-
til basé sur la transformée de Fourier continue en supprimant les fréquences
que le maillage ne peut reproduire. En outre la généralisation de la convergence
des schémas numériques proposés dans ce chapitre au cas multidimensionnel ne
semble pas difficile hormis le traitement de la singularité du noyau de Green.
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3.1 Introduction.

L’équation de Vlasov décrit I’évolution d’un systéme de particules sous ’effet
de champs de forces électromagnétiques auto-consitants et appliquées. L’incon-
nue, f(t,z,v), on t désigne le temps , = la position et v la vitesse, représente
la fonction de distribution des particules (ions, électrons,...) dans I’espace des
phases. L’équation de Vlasov est utilisée pour étudier entre autres les plasmas
sans collisions et les faisceaux de particules chargées.

Pour résoudre I’équation de Vlasov on utilise habituellement des méthodes pu-
rement Lagrangiennes comme les méthodes particulaires (PIC) ou le plasma est
approché par un nombre fini de “particules numériques” (la fonction de distri-
bution est approchée par une mesure discréte qui est une somme finie de distri-
butions de Dirac et qui converge faiblement, au sens des distributions, vers la
fonction de distribution lorsque le nombre de “particules numériques” tend vers
'infini). Les trajectoires de ces “particules numériques” sont calculées a partir des
courbes caractéristiques données par ’équation de Vlasov, alors que les champs
auto-consistants sont calculés & partir des équations de Maxwell ou de Poisson
dont les seconds membres sont les densités de charge et de courant obtenues en
projetant sur un maillage de I’espace physique les poids associés aux “particules
numériques”. (pour plus de détails voir Birdsall et Langdon [38]). Ces méthodes
donnent des résultats relativement satisfaisants pour de nombreuses situations
physiques avec un petit nombre de particules. Cependant dans le cas des fais-
ceaux de particules chargées ol la description précise des queues de distributions
joue un role important, le bruit numérique inhérent aux méthodes particulaires
est souvent trop important pour donner une description physique satisfaisante
des régions ou la densité de particules est faible. Généralement le bruit numérique
décroit en 1/ V/N ot N est le nombre de “particules numériques”. Cependant la
précision des méthodes PIC peut étre améliorée en utilisant des techniques de
réduction du bruit qui consistent & moyenner les résultats obtenus a partir de
plusieurs exécutions, et ceci avec un cotit de calcul raisonnable (cf [134]). Une
autre voie sont les méthodes Eulériennes qui consistent a discrétiser directement
I’équation de Vlasov sur un maillage de ’espace des phases. Par exemple une mé-
thode d’éléments finis a été proposée dans [216]. Bien que cette méthode prenne
en compte des géométries complexes, que 1'on rencontre fréquemment dans les
situations physiques réelles, ce n’est pas une méthode conservative, mais surtout,
elle nécessite la résolution d’un systéme linéaire global qui la rend pratiquement
inutilisable lorsqu’on considére plusieurs dimensions dans I’espace des phases car
la résolution du systéme linéaire qui met en jeu un trop grand nombre d’inconnues
est trop longue. Une solution & ce probléme serait la parallélisation de la résolu-
tion du systéme linéaire, qui du point de vue technique semble étre non triviale.
Une autre méthode appelée “Fourier-Fourier transform”, basée sur la transformée
de Fourier rapide de la fonction de distribution dans I'espace des phases et une
technique de splitting pour la discrétisation en temps (cf [94, 48, 121]), fonctionne
avec des conditions aux limites périodiques. Lorsque les conditions aux limites
ne sont pas périodiques mais que la fonction de distribution décroit rapidement
dans I’espace des phases, on peut périodiser la fonction en supposant que la fonc-
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tion est approximativement nulle aux bords du domaine. Du fait que la fonction
de distribution n’est pas exactement périodique au départ, ce non respect de
périodicité s’amplifie au cours du calcul et donne naissance a des oscillations de
Gibbs qui deviennent une source d’oscillations parasites qui se propagent dans la
fonction de distribution (cf [129, 66, 67, 124, 126]). Une propriété des solutions du
systéme de Vlasov-Poisson est le développement de la filamentation qui se traduit
dans ’espace des phases par ’apparition de forts gradients dans la fonction de
distribution. Ce phénoméme physique qu’est la filamentation est bien connu et
peut poser des problémes dans les simulations numériques. En effet, lorsqu’il n’y
a pas de mécanismes physiques de relaxation (comme par exemple 'effet régula-
risant d’un opérateur de collision) il se développe des structures microscopiques
de plus en plus fines qui finissent par disparaitre lorsque la fréquence associée a
ces phénomeémes physiques devient plus grande que celle que la discrétisation est
capable de reproduire. Pour pouvoir obtenir des résultats physiques signifiants au
niveau macroscopique en temps plus long il faut raffiner de beaucoup le maillage.
L’idée serait de limiter la filamentation tout en conservant au niveau macrosco-
pique une physique “convenable”. Ce probléme de la filamentation a souvent été
discuté (cf [105, 106, 130, 48, 124]). Afin de résoudre le probléme de la filamen-
tation Klimas, (cf [128]) a introduit une méthode “Fourier-Fourier” régularisée.
Cette méthode consiste a convoler la fonction de distribution originale avec une
distribution Gaussienne et a résoudre le nouveau systéme ainsi formé par un algo-
rithme de splitting en temps et une transformée de Fourier rapide dans 1’espace
des phases. Cependant le filtrage de I’équation de Vlasov introduit un second
terme qui produit une instabilité numérique (du type équation de la chaleur ré-
trograde) si le nouveau systéme est discrétisé par une méthode (par exemple une
méthode directe comme les différences finies) autre que la transformée de Fourier
(cf [83]). D’autres méthodes pseudo-spectrales, appelées “Fourier-Hermite (FH)
weighted-residual schemes” (cf [105, 106, 4, 5, 187|) utilisent une technique de
splitting en temps, une base de séries de Fourier pour la discrétisation de I'espace
physique et une base de polynomes d’Hermite asymétriquement pondérés (AW)
pour la discrétisation de ’espace des vitesses. Méme si ces méthodes conservent
la masse et I'impulsion de maniére exacte et 1’énergie totale & ’ordre trois en
temps (O(A#?)) elles sont instables (elles ne conservent ou ne diminuent pas la
norme L? de f) et offrent de mauvaises propriétés de résolution dans l’espace
des vitesses (cf [94, 189]). Cependant des travaux récents, montrent qu’avec une
sélection convenable de 1’échelle de résolution dans ’espace des vitesses obtenue
en introduisant un paramétre d’échelle en vitesse dans une base de polynémes
d’Hermite symétriquement pondérés (SW) ce type de méthodes donne des ré-
sultats compétitifs, surtout lorsque les fonctions de distribution ont un profil
Maxwellien en vitesse (cf [189, 42, 199, 115]). Une autre méthode FBM (Flux
Balance Method, [147], [84]) est basée sur le calcul de la moyenne de la solution
de I’équation de Vlasov par un schéma conservatif (de type volumes finis) sur
chaque cellule de la grille discrétisant ’espace des phases. Les techniques utilisées
pour reconstruire la fonction de distribution ne préservent pas la positivité, ce
qui peut étre un inconvénient pour les simulations en temps long. La méthode
PPM (Piecewise Parabolic Method, [55]) et le schéma de Van-Leer (VL) utilisent
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des limiteurs pour la reconstruction géométrique (limiteurs de pente pour VL)
pour maintenir la monotonicité et la positivité alors que la méthode FCT (Flux
Corrected Transport, [40]) utilise des limiteurs de Flux pour obtenir les mémes
propriétés. La reconstruction est linéaire pour VL et parabolique pour PPM.
Une reconstruction géométrique similaire d’ordre trois qui conduit & un schéma
positif et non monotone caractérise la méthode PFC (Positive Flux Conservative
Method, cf |[87]). Ces méthodes sont d’ordre un et dissipative dans les régions oul
le limiteur de pente agit (& proximité des extrema) et formellement d’ordre élevé
ailleurs (régions ou la fonction est “réguliére”, ou “lisse”). Dans la méme veine de
méthodes, Mangeney et al. [145] utilisent un splitting pour la discrétisation en
temps et différents types de reconstructions (méthodes de Galerkin discontinues,
interpolation d’Hermite en une dimension, interpolation Spline, schémas de Van-
Leer d’ordre deux et trois). Des comparaisons de plusieurs méthodes Euleriennes
sur une grille de I’espace des phases peuvent étre trouvées dans [6, 145, 88]. Ces
méthodes de “volumes finis semi-Lagrangiennes”, oil maintenant on ne transporte
plus des segments comme cela était le cas dans les méthodes précédentes mais
des volumes a deux dimensions qui sont des carrés, ont été implémentées par
Phillips et Williams [163, 164, 190]. Cependant ces méthodes ne sont pas encore
trés au point et sont trés complexes car il faut déterminer les multiples configu-
rations que peut prendre le volume élémentaire qui se déforme lors du transport
et en calculer I'intersection avec la grille de départ. D’autre part pour éviter
que les volumes ne se déforment trop ou ne prennent des configurations “illici-
tes”, une restriction sur le pas de temps doit étre imposée. L’interpolation, qui
est d’ordre faible (linéaire), s’effectue par une technique de pondération par les
aires. D’autres types de méthodes comme les méthodes de Lagrange-Galerkin, et
caractéristiques-Garlerkin (appelées parfois “Particle-In-Cell finite element me-
thod”) ont été traitées par de nombreux auteurs pour résoudre les systémes hy-
perboliques de lois de conservation et les équations de convection-diffusion. Bien
qu’elles n’aient pas été utilisées pour résoudre I’équation de Vlasov, elles repré-
sentent peut étre une alternative intéressante car dans certains cas elles sont
équivalentes a des méthodes semi-Lagrangiennes (cf [29, 30]). D’autres méthodes
Euleriennes comme les méthodes semi-Lagrangiennes ([193]) consistent a calcu-
ler directement la fonction de distribution sur une grille de ’espace des phases.
Pour cela on intégre les équations des caractéristiques en arriére a chaque pas de
temps et on interpole la valeur de la fonction de distribution & I’extrémité ini-
tiale de la caractéristique par une méthode de spline cubique ou d’interpolation
de Lagrange. Nakamura et Yabe ont proposé la méthode CIP (Cubic Interpolated
Propagation, [151]) basée sur une technique de splitting pour la discrétisation en
temps, et une méthode semi-Lagrangienne pour la discrétisation de 1’opérateur
de transport. La reconstruction de la fonction de distribution se fait par une mé-
thode d’interpolation d’Hermite & une dimension ot les gradients sont approchés
par une méthode de différences finies. Ces méthodes sont d’ordre élevé et pré-
servent la masse globale (lorsque le maillage est une grille uniforme) mais elles ne
sont pas positives ni monotones. Les méthodes CIP (Constrained Interpolation
Profile method) ont été modifiées, notamment en considérant une formulation de
type volumes finis, afin d’obtenir des schémas conservatifs et positifs au détri-
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ment d’un ordre élevé de résolution (cf [152, 198, 212, 213|). A notre connaissance
il n’existe a ce jour aucune méthode de type semi-lagrangien sur des maillages
non structurés de 1’espace des phases.

Dans ce chapitre on propose de nouvelles méthodes numériques pour la discréti-
sation du systéme de Vlasov-Poisson basées sur un principe semi-Lagrangien et
une technique de splitting en temps sur des maillages non structurés de I’espace
des phases. Cette méthode utilise différents opérateurs locaux d’interpolation
d’ordre élevé qui nécessitent non seulement la connaissance de f mais aussi de
ses gradients dans 1’espace des phases obtenus par propagation. De plus, on utilise
les idées développées dans les codes numériques de prédictions météorologiques
(|173] et [197]) pour obtenir une méthode positive et conservative en introduisant
une combinaison linéaire d’une solution d’ordre faible (linéaire) et d’ordre élevé.
Dans un premier temps on rappelle I’équation de Vlasov et quelques propriétés
de la solution. Ensuite on présentera la méthode numérique que I’on illustrera par
quelques cas test issus de la physique des plasmas. Enfin on évoquera quelques
perspectives.

3.2 L’équation de Vlasov

L’évolution de la fonction de distribution des particules f(¢, z,v) dans ’espace

des phases (z,v) € RY x R%, d =1, ...,3, est donnée par 1’équation de Vlasov
of

N + 0.V f + (Fauto(t, 2,v) + Fappi(t, 2,v)) .V, f =0, (3.1)
ol Fyppi(t, x,v) représente le champ de force appliqué et ot le champ de force
auto-consistant F,u,(t, x, v) est couplé avec la fonction de distribution f condui-
sant ainsi & un systéme non linéaire. On rappelle deux modéles bien connus dans
la physique des plasmas sans collisions, le modéle de Vlasov-Poisson (VP) et de
Vlasov-Maxwell (VM) qui décrivent I’évolution de particules chargées sous 'effet
d’un champ électromagnétique auto-consistant.
Le couplage entre f et le champ de force est donné par les termes sources p, la
densité de charge, et j, la densité de courant qui ne sont rien d’autres que les
deux premiers moments en v de f :

R4

plts)=a [ Ftzo)do, k) =q [ ofttaod.
R4
Pour le systéme (VP) le champ de force auto-consitant est donné par
Futolt,,0) = TE(t,2), B(t,2) = —V,o(t,2), —ldd(t,x) = plt, )

ol ¢ et m sont respectivement la charge et la masse d’une particule.
Pour le systéme (VM) le champ de force auto-consistant est donné par la force
de Lorentz

Fao(t, @,v) = %(E(t, ) + v A B(t, ),
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ou E et B sont solutions des équations de Maxwell.

( OF
T c’rot B = ——0],
0B
< a + I"OtE = 0,
1
div, F = —p, div,B=0
\ &o

avec la condition de compatibilité (équation de conservation de la charge)

dp

5 +div,j =0,

qui est vérifiée en intégrant I’équation de Vlasov par rapport a la variable v.
Maintenant on rappelle quelques estimations a priori pour les systémes (VP) et
(VM). Si fo(z,v) est positive alors f(t, z,v) reste positive pour tout temps ¢ > 0.
En observant que div, Fyu0(t, z,v) = 0, si f est assez réguliére, alors pour toute
fonction 8 € €' (R*, RY),

/ Bf(t,,v))dedv
RI xR

est constant pout tout ¢ > 0. En particulier toutes les normes P, 1 < p < oo,
sont conservées. De plus si f(r) = rlnr, on obtient la conservation de 1’entropie
cinétique définie par

H(t)= / flt,z,v)In f(t, z,v)dxdv, Vt> 0.
R4xR4

De plus, si on multiplie ’équation de Vlasov par |v|?, et si on intégre par partie

on trouve la conservation de I’énergie totale qui est donnée par
m €
m F(t,,0)|v[2dzdy + —0/ Bt 2)[2dz, ¥t >0,
2 JRixmrd 2 JRa

pour le systéme (VP) et

m

E(t 2 2IB(t 2
f(t,x,v)|v|2dxdv+60/ B, 2)]" + <|B(t, 7)) de, Yt>0, eopoc® =1,

2 Jraxmd R4 2

pour le systéme (VM). Finalement la masse et I'impulsion

1
/ ft,z,v) ( ) dvdz
R4 xR v
sont conservées.

Si a(t,z,v) = (v, F(t,z,v))T avec F = Foy + Fappi est suffisamment régulier
(Lipschitzienne continue dans L), alors on peut définir de maniére unique les
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courbes caractéristiques (X (¢;s,z,v),V(t;s,z,v)) de I'opérateur différentiel du
premier ordre,

0
el v/
1 +a ,
qui vérifient le systéme d’équations différentielles ordinaires
dX
E(t; s,x,v) = V(t; s, z,v),
dav
E(t; s,x,v) = F(t,X(t;s,2,v),V(t; s, x,v)), (3.2)

X(s;8,2,v) =z, V(s;s,z,0) =0,

ou (X(t;s,z,v),V(t;s,z,v)) désigne la position dans 'espace des phases au
temps ¢, de la particule qui était en (z,v) au temps s.
L’équation de Vlasov peut se récricre sous forme conservative

of

o +divgyy(af) =0, V(t,z,v) € Rt x R x RY, (3.3)

avec la condition initiale
f(0,z,v) = fo(zx,v). (3.4)

Dans [41] il est prouvé que le jacobien J(t; 5, z,v) = det(0(z0) (X (¢; 5, 2,v), V(t; s, 2,v))
reste positif, borné et vérifie I’équation

oJ
i J(div(gpma)(t, X (t; s, 2,v), V(t; s, z,v)).

Il est aussi démontré que la solution de (3.3) est donnée par
ft,z,0) = f(s, X(s;8,2,0), V(s; 1,2, 0)) I (51, 2, ). (3:5)

Dans le cas de I’équation de Vlasov, puisque div(; ,ya = 0, on obtient J =1, et le
flot py(z,v) = (X(t;s,.,.),V(t;s,.,.)) préserve la mesure du volume de ’espace
des phases si bien que I’équation (3.5) devient

flt,z,v) = f(s, X(s;t,x,0),V(s;t,x,v)).

Cette derniére équation signifie que la fonction de distribution f est constante
le long des courbes caractéristiques, ce qui constitue le point de départ de notre
méthode numérique. Une bonne introduction au probléme de Cauchy en théorie
des équations cinétiques peut étre trouvée dans [95]. En particulier il est mon-
tré que si fo est réguliére et & support compact alors la solution du systéme de
Vlasov-Poisson reste réguliére et & support compact pour tout temps fini.
Finalement on remarque que la structure du systéme de Vlasov-Poisson en six
dimensions est trés proche des équations d’Euler incompressibles en deux dimen-
sions lorsqu’elles sont écrites en formulation vorticité. Si on introduit la fonction
courant
mpv/* ¢

+ =(t,x),

U(t,x,v) = 5 5
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qui est ’'Hamiltonien du systéme, et la notation V(. = (V4, V,, Vy)) ol 77 est
un vecteur de R?, alors on peut faire le paralléle suivant

Ow + V- (wu) =0 Of+V-(fa)=0

LU(O,SL') = wO(‘r) f(O: T, U) = fO(xav)

Vxu=w (EN) V-E:p:/fdv (VP1)

V-u=0 V(w,v)-G,:O

u=Vx (V) (EI2) 0 = Vg X (V) (VP2)

(EIl) & (EI2) = —-AU=w|(VP1) & (VP2) = —Agp=Ap=p= /fdv

Cela signifie que le systéme de Vlasov est intrinséquement turbulent, d’ou 'appa-
rition d’'une gamme d’échelles trés variées de phénomémes physiques. Si I’équa-
tion de Vlasov est une équation hyberbolique non linéaire, elle ne génére pas des
chocs comme dans le cas de la mécanique des gaz car la régularité est conservée au
cours du temps. Cependant I’équation de Vlasov met en jeu & la fois des échelles
miscrocopiques et macroscopiques qui posent un probléme du point de vue de la
simulation numérique car il est difficile d’avoir des schémas de discrétisation qui
tiennent compte de toutes les échelles.

3.3 Principe d’une méthode semi-Lagrangienne

L’équation de Vlasov, qui est une équation hyperbolique dont le flux est a
divergence nulle traduit la conservation du nombre de particules contenues dans
un élément de volume pendant son mouvement, ou autrement dit la mesure de
la fonction de distribution se conserve au cours du temps ainsi que la mesure du
volume de ’espace des phases ou encore la valeur de la fonction de distribution
reste constante le long des caractéristiques associées aux particules.

Cette derniére propriété qui est utilisée dans une méthode semi-lagrangienne
peut se résumer ainsi : Considérons un maillage quelconque recouvrant le do-
maine des phases sur lequel on cherche a simuler ’équation de Vlasov. A un
instant ¢ on considére ’ensemble des caractéristiques qui passent par les points
du maillage. Pour déterminer la valeur de la fonction de distribution en un point
du maillage on remonte, jusqu’ & l'instant ¢ — At la caractéristique qui passe
par ce point & I'instant ¢. Comme la fonction de distribution f est constante le
long de la courbe caractéristique, il suffit alors de savoir calculer la valeur de la
fonction de distribution au temps ¢t — At au pied de la caractéristique. Comme
ce dernier point ne coincide généralement pas avec un point du maillage, on est
contraint d’utiliser une méthode d’interpolation pour évaluer la valeur de f en
ce point. On percoit de suite que la qualité de la méthode semi-lagrangienne re-
pose sur une bonne approximation des courbes caractéristiques et une méthode
d’interpolation ayant de bonnes propriétés de stabilité que ’on définira par la
suite.
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3.4 Détermination des courbes caractéristiques

Il y a deux facons d’intégrer les équations des caractéristiques. La premiére,
le splitting, exploite le fait que les composantes du flux sont aussi a divergence
nulle. C’est par exemple le cas pour le systéme de Vlasov-Poisson ou le systéme
de Vlasov-Maxwell. Cependant il existe aussi des systémes pour lesquels cette
propriété n’est pas vérifie. C’est le cas par exemple de certains modéles gyro-
cinétiques. Avec cette méthode on est amené a résoudre plusieurs problémes de
transport de dimension inférieure au probléme initial, et pour lesquels on sait in-
tégrer exactement les courbes caractéristiques. L’ordre d’approximation en temps
provient alors de la maniére dont on opére le splitting. La seconde maniére est
de résoudre le systéme d’équations différentielles ordinaires formé par les équa-
tions des trajectoires des particules, par une méthode d’intégration numérique
classique (Euler, Runge-Kutta, ...). Cependant cette méthode présente, du fait
que 'on remonte les courbes caractéristiques dans le temps, le désavantage de
conduire a la résolution de points fixes, qui sur le plan numérique peut se révéler
coliteux et poser des problémes de convergence.

Dans notre cas nous nous intéressons au systéme de Vlasov-Poisson. Aussi
on a choisi d’utiliser une technique de splitting. On cherchera & résoudre tantot
un probléme d’advection dans I’espace physique, tantdt un probléme d’advection
dans l'espace des vitesses.

3.5 Meéthodes d’interpolation.

Sur un domaine maillé en triangles, il n’y a pas un grand choix de méthodes
d’interpolation contrairement a ce que I’on peut mettre en oeuvre sur un maillage
cartésien. Cela tient au fait que sur une grille, I'interpolation se résume & un pro-
duit tensoriel d’'une méthode d’interpolation & une dimension qui est abondam-
ment traitée dans la littérature (Lagrange, Hermite, Spline cubique, B-splines,
NURBS, ...). Dans le cas d’un maillage non structuré on est plus limité quant
aux choix des opérateurs d’interpolation. En effet la structure tensorielle de 1’in-
terpolation sur des grilles rend I'implémention simple et peu cotiteuse. Sur des
maillage non structurés la perte de la structure tensorielle du maillage et donc
de I'interpolation se traduit par un accroissement de complexité qui peut rendre
I’implémentation lourde et cotiteuse. Ici on examinera deux familles d’interpola-
tion : 'interpolation de Lagrange et l'interpolation de type Hermite.

3.6 Les schémas numériques

Dans cette section on présente un schéma numérique qui n’est pas restreint
par une condition de type CFL (Courant-Friedrichs-Levy), contrairement a la
plupart des méthodes Euleriennes comme les différences finies ou les volumes
finis. Les systémes de Vlasov-Poisson et Vlasov-Maxwell sont des systémes mé-
langeants dont les solutions peuvent devenir extrément complexes. En effet, la
fonction de distribution reste constante le long des caractéristiques qui deviennent
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de plus en plus intriquées. Des régions de I’espace des phases ou f a des valeurs
trés différentes finissent par se rapprocher I'une de ’autre et donnent naissance
a de forts gradients. Le développement de la filamentation pose un probléme
numérique car lorsque la taille des filaments devient plus petite que celle des
mailles alors on perd de I'information au niveau microscopique, ce qui peut avoir
des conséquences désastreuses au niveau macroscopique car il y a a prior: des
interactions entre les différentes échelles.

Un maillage non structuré de ’espace des phases peut présenter certains avan-
tages. Un maillage non structuré de l’espace des phases permet de considérer
des domaines de calculs aux géométries complexes qui surviennent par exemple
dans la simulation de la propagation des faisceaux de particules chargées dans
des accelérateurs. De plus avec un maillage non structuré on ne privilégie au-
cune direction, ce qui pourrait introduire un biais dans les résultats physiques.
Bien siir dans ce chapitre on utilisera la méthode des pas fractionnaires qui
donne plus d’'importance aux directions paralléles aux axes, mais les courbes ca-
ractéristiques peuvent aussi étre résolues en utilisant des méthodes numériques
classiques pour intégrer un systéme d’équations différentielles ordinaires comme
les schémas d’Euler ou Runge-Kutta a titre d’exemples. Dans ce cas il n’y a
plus de directions privilégiées. Puisque pour ces méthodes l'intégration s’effectue
en arriére elles conduisent & un probléme de point fixe pour lesquels des pro-
blémes de convergence numérique peuvent survenir. Dans certains problémes, les
phénomeénes physiques restent confinés dans un certain volume de 'espace des
phases dont les frontiéres peuvent étre plus ou moins complexes. Un maillage
non structuré de ’espace des phases permet de calculer la solution seulement sur
la partie utile de I'espace des phases. Par exemple on sait qu’un faisceau K-V est
contenu dans un hyper-ellipsoide. De plus un maillage non structuré comme une
triangulation se préte bien au raffinement local a priori. En effet, dans certains
problémes physiques, durant la durée entiére de la simulation on connait a prior:
les régions ou la solution a besoin d’étre précise. Afin d’obtenir une meilleure
description de la physique, on peut construire des maillages localement raffinés
dans ces régions et mettre I'effort de calcul seulement sur les zones importantes.
Pour certains schémas opérant sur des grilles, comme la méthode PFC, si on veut
avoir une meilleure résolution dans une région localisée on est obligé de rajouter
des points de discrétisation inutiles le long de ’axe. Finalement les méthodes de
raffinement adaptatif de maillages semble étre une bonne stratégie de calcul parce
qu’elles permettent de suivre le développement des structures microscopiques et
par conséquent de donner une bonne description des structures cohérentes et
organisées qui émergent au niveau macroscopique. Ce type de méthodes permet
d’accroitre le rapport entre la précision et le temps de calcul puisque on utilise
peu de points 1a ol la solution est trés réguliére et un plus grand nombre de
points 14 ou la solution développe de forts gradients. Ceci sera 1’objet du cha-
pitre 6.

En terme de flot lagrangien la solution de l’équation de Vlasov peut s’écrire
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formellement comme

flt,z,v) = fo (cpt_l(x, U)) . ;" = Identité. (3.6)

ou le flot Hamiltonien réversible ¢; dans 1’espace des phases est solution des
équations (3.2).

Du point de vue Eulerien la relation (3.6) implique 'existence d’un opérateur
d’évolution S (ayant les propriétés d’un semi-groupe) agissant sur une fonction
suffisamment réguliére tel que

f(t,@,0) = 8(t) fo(z,v) = fo (¢, (,v)) - (3.7)

La discrétisation en temps repose sur un schéma de splitting qui consiste a ap-
procher 'opérateur d’évolution S.
L’équation de Vlasov peut se récrire comme

of _

= Lf. (3.8)

ou l'opérateur £ est défini comme il suit

L=Ly+ Ly,

avec

Lo=—0-Vy, et Ly=—F-V,
Si on intégre formellement I’équation (3.8) on trouve
£(t) = exp(LE) fo.
Alors 'opérateur d’évolution & devient
S(t) = exp(Lt).

Par conséquent un schéma de splitting consiste a trouver une approximation de
exp(Lt). Le splitting de Strang est ’approximation du second ordre

exp(LAL) = S,(At/2) 0 S, (At) 0 S (At/2) + O (A)

ou
S (At) = exp(L,At), et S,(At) = exp(L,At),

S:(AL) f(z,v) = f(z —vALv), et S,(At)f(z,v) = f(z,v — F(z)At).

On peut obtenir une approximation d’ordre N en temps en considérant un split-
ting de la forme

exp(LAL) = Sp(a At)oS, (BiAt)o. . .oT2 (At)oTFi(At)o. . .08, (arAt)oS, (B At)+O(AY)
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ol les coefficients {a}ieq1,... k) €t {Bi}iequ,... k) doivent étre judicieusement choisis

(cf [215, 90, 102]).

En d’autres termes, le splitting de Strang consiste & résoudre successivement une
demi advection dans 1’espace physique, une advection entiére dans ’espace des
vitesses et finalement une autre demi advection dans ’espace physique. Selon
I’opérateur d’interpolation considéré, on advecte non seulement la fonction de
distribution f mais aussi ses gradients, parce qu’on a besoin de reconstruire f
partout. Les équations pour renouveller les gradients sont obtenues en différen-
ciant la solution de I’équation de transport. Autrement dit les gradients sont
solutions d’une équation de transport, obtenue en différenciant I’équation de
Vlasov, que 1’on résout de nouveau par une méthode de splitting. Les équations

0u(Vaf) + (0.V4) Vof + VoEVof + (E.V,) Vof = 0
O (Vof) + VooVaf + (0.Vy) Vof + (EV,)Vof = 0

sont remplacées par

(Pr)

(P)

at(vvf) + (Uvz) V'uf =0 (Pa})
at(vvf) = _vvvvxf (P:S)

at(vvf) + (Evv) vvf =0 (Pv2)
at(vzf) = _vxEvvf (Pz?)

D’abord on résout le systéme P, sur un demi pas de temps, ensuite on résoud le
systéme P, sur un pas de temps, et finalement on résoud de nouveau P, sur un
demi pas de temps. Les équations d’advection, (P}), (P}), (P?), (P?), peuvent
étre intégrées exactement en temps. Pour les équations (P2) et (P2), on utilise
un schéma explicite d’Euler en temps. Les conditions initiales pour chaque sys-
téeme sont données par la solution du systéme précédent. Cette méthode revient
exactement & prendre le gradient de la fonction transportée selon l'algorithme
de splitting, c’est ce que nous verrons dans la description de 1’algorithme qui
suit. L’analyse de convergence d’une telle méthode semi-Lagrangienne avec pro-
pagation de gradients pour le systéme non linéaire de Vlasov-Poisson est traitée
dans le chapitre 2 et dans [34]. On décrit d’abord ’algorithme qui donne la
semi-discrétisation en temps du schéma numérique permettant de passer de t" a

tn—i—l

1. Premiére demi advection dans I’espace physique :

f*(ac,v) =
V.f* (z,v) =

Voff(z,v) =

ft", x —vAt/2,v),

V. (f(t", z — vAt/2,v)),

V. f({t" x —vAt/2,v),

Vo (f(t", z — vAt/2,v)),

— 2V, f(t" x — vAL/2,v) + V, f(t", z — vAt/2,v).
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2. Calcul du champ électrique E*(x) en substituant f* dans I’équation de
Poisson ; c’est-a-dire résoudre le systéme suivant :

E*(x) = —V.,¢*(x)
—A¢*(z) = p*(z)
po = [ Faow,

3. Advection entiére dans ’espace des vitesses :

[ (z,v) = f*(z,v— E*(x)At),
Vo™ (z,v) = Vo (f*(z,v—E*(z)At)),

= V.f*(z,v— E*(2)At) — AtVE*(2)V, f*(z,v — E*(z)At),
Vof*(z,v) = Vy(f*(z,v— E*(z)At)),

= V,f*(z,v — E*(x)At)

4. Seconde demi advection dans I’espace physique :

fEH L zv) = (- vAt/2,0),
Vo[t 2, v) = Vi (f*(z — vAt/2,v)),
= V.f*(x — vAt/2,v),
Vo (", z,0) = V,(f*(x—vAt/2,v)),
= ALY,z — vAL/2,v) + V, [ (z — vAt/2,v)

A chaque étape d’advection, une fois que I'on a suivi les caractéristiques en ar-
riére on doit évaluer la fonction de distribution f et ses gradients a I’extrémité
initiale des caractéristiques qui ne coincide généralement pas avec un point du
maillage. Alors on reconstruit f par une technique d’interpolation locale. On pré-
sentera différents opérateurs d’interpolation locale pour reconstruire f. Certains
d’entre eux nécessitent seulement la connaissance de f aux noeuds du maillage,
et d’autres nécessitent aussi Vf.

Notons qu’a ’étape 3 de 1’algorithme on doit connaitre le gradient du champ
électrique qui est une matrice 2 X 2 en dimension deux et une matrice 3 x 3
en dimension trois. Dans les cas test numériques considérés on n’aura pas be-
soin de calculer directement le gradient du champ électrique ou le gradient du
champ de force appliqué aux particules, parce qu’on peut les déduire & partir
d’autres quantités physiques. Cependant, dans le cas général on doit calculer le
gradient du champ de force appliqué aux particules. Dans le contexte du cou-
plage de I’équation de Vlasov avec 1’équation de Poisson, comme cette derniére
est linéaire on obtient le gradient du champ électrique en différenciant le systéme
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de Poisson,
V.E*(x) = =V, (Vy0*(x))
—A(Va¢*(x)) = Vap*(2)
V.p*(x) = Vaof*(z,v)dv,
R4

qui peut étre résolu par exemple, par une méthode d’éléments finis.

Soit €2 un domaine compact de R, x R, ol on veut calculer la solution et 7y
une triangulation de €2. Un élément de 7', de la triangulation est un triangle de
R? défini par ses trois sommets {a;};=1,_ 3. Chaque point P de R? est caracté-
risé par ses coordonnées cartesiennes (x v) et ses coordonnées barycentriques,
Aj = Aj(z,v), 1 <j <3, quisont lites par les équations

3
VPeT P= Z)\j(m,v)aj.

j=1

Dans un premier temps on présente 'interpolation de Lagrange, pour laquelle
on n’a pas besoin de propager les gradients de f. Cependant on verra plus loin
que ce type de reconstruction conduit & des problémes de stabilité. Aussi, on
présentera des techniques d’interpolation locale qui impliquent la propagation
de f et de Vf, et qui sont des reconstructions plus stables. La plupart de ces

techniques d’interpolation sont issues de la littérature des éléments finis (|110],
[25], [155)).

3.6.1 Interpolation de Lagrange

FiG. 3.1 — Elément de Lagrange de degré quelconque

Afin de définir I'interpolation de Lagrange d’ordre k£ sur un triangle 7", on a
besoin de définir un treillis principal d’ordre £ qui est I’ensemble des points de
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R? déterminés par

1 kE—1
L) = {w.0) e W% Aoy e {0 S a1 <5 <)

ot les coordonnées barycentriques sont définies par rapport aux noeuds {a; }i=1,._3.
Chaque point du treillis principal Lg(7T) peut s’écrire

3
Z HiQg, [ Mlalu'27u3)

k‘li—‘

ou les coefficients p; sont des entiers qui vérifient les relations

3
> =k
j=1
On associe Li(T') avec 'ensemble des degrés de liberté ¥; (7)) définis par,

Lk(T) = {f(au)aau € Ly(T)},

et avec l'espace des polynomes de Lagrange d’ordre k, Py(T'), dont la dimension
est (22T—,f,)', qui est identique au cardinal de Ly (7). P, (T) est défini par ses fonctions
de bases ¢, comme il suit. On associe a chaque noeud a, de Ly(T) la fonction

de base ¢, définie par

pul,v) = (H(m) [T 1 (k2ste) — ) (3.9)

Le triplet (T, Px(T),%x(T)) est appelé un élement fini de Lagrange. Alors on
introduit 'opérateur d’interpolation locale Il défini par

(7 f) (x Zf au)pu(z,v) Vf e € (T) (3.10)

avec Ny = (Q'k') et ¢, est définie par (3.9). Maintenant on introduit 'espace X,

qui sera I'espace de discrétisation de la solution :
Xp={f € €@ NH'(Q); fi, € P(T}) VI, € Th.
L’espace X est caractérisé par ses fonctions de bases {tr}, qui vérifient la

propriété ¥y (xi, v;) = ik, ol (z;,v;) est le iéme point de la triangulation 7p,.
Alors toute fonction f € X} est donnée par

v) = Z f (@, o) (2, v).

3.6.Les schémas numériques



142 Schémas semi-Lagrangien dans 1’espace des phases

Finalement on définit 'opérateur d’interpolation globale II, par

N

(Iaf) (z,0) = > frrbi(z,v) Vf € €°(Q)

k=1

ou fr = f(zx,vx) et N est le nombre de degré de liberteé.
La relation entre I'opérateur d’interpolation globale II,, et 'opérateur d’interpo-
lation locale IIt est donnée par

(yv), =y (v),), YT € Thy v e E°(Q) (3.11)
ou v, désigne la restriction de v a T'.

En fait I'interpolation de Lagrange de degré élevé sur des triangles ne fournit
pas une bonne reconstruction pour la fonction de distribution, parce que I'opéra-
teur d’interpolation de Lagrange n’a pas de bonnes propriétés de stabilité. Si on
prend un élément fini en une dimension (un intervalle borné) il est bien connu que
I'interpolant de Lagrange oscille beaucoup aux extrémités de I’élément, méme si
la fonction a interpoler est trés réguliére. De plus ’amplitude des oscillations aug-
mente avec le degré du polynome de Lagrange. Cette observation est connue sous
le nom de phénoméne de Runge. Par exemple Runge a considéré la distribution

de Cauchy
1
=1z

sur l'intervalle [—5, 5], avec des points équirépartis

10
-’L']:—5—+—]A.’L', 320,1,2,,’”, Ax:z

Pour chaque 7 il existe un unique polynéme P,(z) de degré au plus égal a n tel
que P,(z;) = f(z;). C’est le polynome d’interpolation de Lagrange. Dans [120]
il est prouvé que |f(z) — P,(z)| devient arbitrairement grand sur [—5, 5] si n est
suffisamment grand. De plus ceci a lien méme si les points d’interpolation {z;}
deviennent dense dans [—5, 5] lorsque n — oo. Cela implique que le rapport de
| Pn||zoe sur || f||ze est plus grand que un et augmente avec n. Si {¢;},—o, désigne
les fonctions de bases de Lagrange et mj, I’opérateur d’interpolation de Lagrange
en une dimension on a

P,|l L~ -
lmhllz = sup W = sup Z”i(f”” =C(n)>1, n>1,
fe{?;(é[g’b]) Lee IE[a,b] =0

ou C est indépendant du paramétre de discrétisation h, mais dépend de n le
degré du polynéome de Lagrange. Si on prend une discrétisation uniforme on
peut prouver que (voir [141, 56|)

n+1
[7nllLee <1+

enlogn’
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qui peut étre optimisé quand les points d’interpolation sont les zéros des poly-
nomes de Chebyshev de degré n + 1; alors la constante de stabilité devient

2
lmnllze <1+ ;logn.

On en déduit qu’il est impossible d’obtenir la stabilité de 'opérateur d’interpo-
lation au sens ou il existe une constante C telle que

kgl e () < (1 + Ch) llgll oo () - Vg € L7(82) (3.12)

ou h est le diamétre maximum des triangles et II, un opérateur d’interpola-
tion de Lagrange d’ordre élevé (ordre > 1). De plus le méme type d’estimation
que (3.12) semble difficile & obtenir dans une autre norme de Lebesgue LP avec
p € [1,00]. La condition de stabilité (3.12) est une estimation cruciale pour ob-
tenir la convergence de la méthode numeérique (cf chapitre 2 ou [32]). Cependant
on peut montrer (voir chapitre 2 ou [33]) que la condition de stabilité (3.12) reste
valable si on remplace la norme L™ par la norme L?, avec une interpolation de
Lagrange symétrique d’ordre élévé sur une grille. Plus précisement, il est montré
que la stabilité L? reste valable si et seulement si le pied de la caractéristique
tombe dans une certaine région centrée dans 1’élément fini. Si on symétrise 'in-
terpolation de Lagrange on peut récupérer la stabilité L2. Méme si ce résultat
existe probablement sur des maillages non structurés (triangulation) il est inutile
en pratique car on ne controle pas la zone ou le pied de la caractéristque tombe
dans le triangle. La preuve d’un tel résultat est trés compliquée car il n’existe pas
d’outil mathématique bien adapté pour étudier la stabilité L? sur des maillages
non structurés. On considére maintenant des interpolations du type Hermite qui
ne sont pas sujettes a ce probléme.

3.6.2 Interpolation de type Hermite

L’interpolation du type Hermite nécessite non seulement la donnée des valeurs
nodales mais aussi des gradients aux noeuds. La donnée du gradient pose un
probléme. Alors que sur une grille il est assez aisé d’obtenir une estimation du
gradient via une méthode de différences finies, sur un maillage non structuré,
cette derniére méthode n’est plus utilisable. Dans [157], plusieurs méthodes sont
proposées pour obtenir une estimation du gradient & partir des valeurs nodales.
Une premiére famille de méthodes locales consisterait & prendre une moyenne
pondérée des pentes des plans passant a travers un certain ensemble de valeurs
nodales. Une autre méthode locale serait de résoudre pour chaque valeur nodale
un probléme de moindres carrés local et pondéré afin de déterminer le polynéme
quadratique local interpolant la valeur nodale et approchant au mieux, au sens
des moindres carrés, la fonction de distribution dans un vosinage du point associé
a la valeur nodale. Une méthode globale consisterait a calculer les gradients en
assurant une variation cubique le long de chaque aréte et en minimisant I’intégrale
de la dérivée seconde au carré sur toutes les arétes de la triangulation. Cette
méthode conduirait a résoudre un systéme linéaire creux ot les inconnues seraient
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les gradients de la fonction de distribution en chaque point du maillage. Une
variante de cette méthode serait la suivante :

Soit 1;; I'aréte joignant deux points P; et P; du maillage, I'7; la liste des indices
qui représente ’ensemble des arétes du maillage de sorte que Ay = U; jc I7, l;j et
enfin h;;(t) le polynéme cubique d’Hermite défini sur /;; qui interpole les valeurs
nodales f; et f; et les inconnues fi' et fJ'. aux points P; et P;. Avec ces notations
on définit ’ensemble

He[Tn] = {039 = flu, avec f € C1(Q) et ¢, = hi;(t), 4,5 € An},

c’est-a-dire I’ensemble des fonctions de classe € dont la restriction a ;; 4,7 € Ay,
sont des polynomes cubiques d’Hermite qui interpolent les valeurs nodales. Dans
cet ensemble ¢ est alors choisi en résolvant par rapport aux inconnus que sont
les gradients le probléme de minimisation

in [
wgllg}rh] p(y)
avec 9 2
82(,0 8(/)
I _ v¥ ) 2 ij
p(¥) Z {/l [al?.] dliy +p /l [({%m} dl]}
1,JEAp K Y N

ou dl;; est 1'élément de longueur le long de /;; et p > 0 un parameétre de tension
sur lequel une discussion est menée dans [11] et [12]. On ne choisira pas d’obtenir
V! a partir de f7', mais on cherchera a obtenir V f/"*' & partir d’un trans-
port de V f' comme il a été précisé dans l’algorithme semi-discrétisé en temps.
On ne décrira que les éléments qui ont donné des résultats satisfaisants, pour les
autres on renverra le lecteur aux références ou ils sont décrits. Parmi les opéra-
teurs d’interpolation testés certains présentent soit de mauvaises propriétés de
stabilité (constante de stabilité trop grande) soit des propriétés d’approximation
équivalentes a celles obtenues avec un opérateur de Lagrange d’ordre deux . Il
y a entre autres la discrétisation par Barnhill et Little de I'interpolant BBG
(Barnhill-Birkhoff-Gordon, [17], [20], [18], [103]), 1’élément fini d’Hermite com-
plet, [110] et I’élément de Kikuchi complet et réduit [125]. L’élement de Kikuchi
donne de bons résultats mais la précision est légérement moins bonne que celle
obtenue avec un schéma d’interpolation de Lagrange d’ordre deux. Quant aux
interpolants BBG et d’Hermite complet ils donnent de bons résultats sur des
temps de simulation courts. En temps long, le “manque” de stabilité détériore
gravement les résultats (tendance a I’explosion ou a la saturation). Notons au pas-
sage que nous n’avons pas programmeé tous les schémas possibles, et notamment
ceux contenus dans [156], [136], [137] qui semblent trés intéressants, ainsi que les
éléments singuliers €' de Zienkiewicz, complet et réduit, et ceux de Birkhoff-
Mansfield (voir [39], [110] et les références incluses). On pourrait aussi chercher
a implémenter 'interpolant d’Hermite défini par des surfaces de classes €' qua-
dratiques par morceaux décrit dans [171] et [178], et mettre en oeuvre d’autres
interpolants (quadratique, cubique et quartique) dont les idées se trouvent dans
[179], [82], [112] [146] et [160].

Ici on a considéré que des opérateurs d’interpolation locale car une reconstruction
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locale est a prior: moins cotiteuse et plus rapide. Cependant il serait intéressant
d’explorer des opérateurs d’interpolation globaux, car ils possédent des propriétés
utiles (principe du maximun, régularité €, ...). On peut consulter a ce sujet les
articles [191] et [104]. Ces méthodes ont été adaptées pour obtenir des versions
locales, notamment en introduisant une interpolation au sens des moindres carrés
pondérés. On pourra par exemple consulter les articles [92] et 93| ainsi que les
références incluses. D’autres types d’interpolations globales et bien adaptées a
une répartition irréguliére des données qui, de plus, peuvent s’adapter sous forme
locale seraient les splines de type plaque mince ([169], [170], [74], [75],[149], [192],
|22]), les splines polyharmoniques (|76], [143]) , les B-splines m-harmoniques, et
de maniére plus générale 'interpolation par des fonctions de bases radiales (|44],
[45], [77], 78], [167], [168], [21], [181], [182], [211], [122]). Un grand nombre de
méthodes (locales et globales) font 'objet d’une comparaison sur des critéres
multiples dans [91].
Enfin les éléments qui donnent les résultats souhaités sont ceux d’Hermite réduit
[110], de Nielson [156], d’Hsieh-Clough-Tocher complet et réduit [110], [25], [27]
et de Ganev-Dimitrov [26]. Nous allons maintenant décrire ces éléments.
Afin d’utiliser un opérateur d’interpolation local on a besoin de définir le triplet
(T, Pr,%r). Selon opérateur d’interpolation considéré, 1’espace d’approximation
sera

Xp = {f € €°@) N H\(Q); fi,, € Pr(Ty) VT, € Tol,
ou

Yi = {f € €' @) N HXQ); fiy, € PrlT}) VT € Ta).

On présente différents opérateurs d’interpolation locale qui requiérent la connais-
sance de f et Vf. En fait on a juste besoin de définir Y7 et II. Dans la suite
on désignera par P, et P;3 I'ensemble des polynomes de degré deux et trois. Fi-
nalement on introduit la notation mod ou imodj = i—E(i/j) * j, E désignant la
partie entiére.

La solution du probléme continu est réguliére, typiquement dans €™ (). Dans
I’espace des vitesses la solution est rapidement décroissante et dans I’espace phy-
sique la solution est périodique ou & décroissance rapide. Notons que ces proprié-
tés doivent étre vérifiées seulement par la donnée initiale pour qu’elles restent
vraies en tout temps.

3.6.2.1 L’élément réduit ¥° d’Hermite (HCO).

L’ensemble des degrés de liberté est donné par
Yr=A{f(a;): 1<i<3; 0xf(a;), Opfl(a;): 1<17<3},
et Popérateur local d’interpolation II; est défini pour toute fonction f dans

€°(T) par

3
Trf = fla)(=2XF + 377 + 220 )+
=1

AN
2

A\
2

()\z — )\j + 1)Vf(az)(a] — ai) + ()\z — )\Ic + I)Vf(az)(ak — ai)
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a1

élément d’Hermite réduit

® f
vy

as

F1G. 3.2 — Elément réduit €° d’Hermite

ou {A;}i=1,.3 sont les coordonnées barycentriques, j = imod3 +1, et k =
jmod3 + 1. Notons que P, C Py C Ps. En fait Il f est €' sur T excepté a
la traversée des arétes (cf [110]).

3.6.2.2 L’¢lement cubique ¢° de Nielson (NCO0).

a1 élément de Nielson €

o f
OVf

a2

F1G. 3.3 — Elément %° de Nielson

L’ensemble des degrés de liberté est
et I'opérateur local d’interpolation Ilr est défini pour toute fonction f dans
€°(T) par
3
Irf =Y fa) (=277 + 3\ + 200 )+
i=1

A + %Ak)v Flas).(a; — a5) + (s + %Aj)v Flag)-(ax — ax),
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oll, j =imod3+1, k= jmod3+ 1, et P, C Pr C P3. En fait Iy f est € sur
T excepté a la traversée des arétes (cf [155]).

3.6.2.3 L’élément cubique ¢ rationnel singulier de Nielson (NC1).

~ ¢élément rationel
singulier de Nielson €™

°
vy

+base de fonctions
rationelles

as

F1G. 3.4 — Elément cubique %" rationnel singulier de Nielson

L’ensemble des degrés de liberté est donné par
Yr={f(ai): 1<i<3; 0uf(ai), Opfla;): 1<i<3},
et lopérateur local d’interpolation Il est défini pour toute fonction f dans
€1 (T) par
3
Orf = Y fla)(A(3 = 2X) + 6whi(Aeasj + Ajoue))+

i=1

Vf(ai)-(aj — a;) [N + whi (3N jour, + A — \))]+

V f(ai)-(ar — @) [A2 A, + whi(3Mpau; + Aj — A,
ou

w— A1 A2A3
M2+ Aodg + A

el +Hlegl1* = Hlexll”
=
! 2|e;l[? ’

et ||e;|| désigne la longueur du coté e; opposé au noeud a;,. On a la relation
P, C Pr C P;. En fait on récupére la continuité €' A travers les arétes en
ajoutant des polynomes rationnels (cf [155] et [110]). De plus I'opérateur NC1 a de
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bonnes propriétés de stabilité puisqu’il est issu de la discrétisation de 'opérateur
M| f] caractérisé comme 'unique interpolant qui minimise la pseudo-norme

9 1/2
/ dzdv
T

parmi toutes les fonctions dans ¢*(T) qui interpolent f € €*(T) et ses premiéres
dérivées sur la frontiére de T (cf [155]).

‘92_f( v)
0xOv o

3.6.2.4 L’élément cubique ¢ de Hsieh-Clough-Tocher complet (HCT-
C)

élément de
Hsieh-Clough-Tocher complet

F1G. 3.5 — Elément de Hsieh-Clough-Tocher complet €™

Si a; est un noeud du triangle 7', alors on désigne respectivement par [;, et
m,; la longueur et le milieu du coté T opposé au noeud a;. On désigne par h; le
point d’intersection entre le coté opposé au noeud a; et la perpendiculaire a ce
coté qui passe par le noeud a;. Alors on introduit n; = |h; — a;| et v; la normale
extérieure du coté opposé a a;. Soit a le barycentre de T, alors K; désigne le sous
triangle de T' construit sur les noeuds a, a;, et apou1 <7 <3,j=14imod3+1et
k = jmod 3 + 1. Finalement on introduit les parameétres d’excentricité e; définis
par
2P

i

L’ensemble des degrés de liberté est donné par

€; =

ET = {f(az) : 1 S { S 3; aacf(a'z)a avf(ai)a 8U¢f(mz) o1 S i S 3}7
ou 0,, désigne la dérivée normale. On peut remplacer X7 par E’T ou

E:T = {f(al) 1< < 3; awf(al)’ avf(a'i)a 8zf(mz)a 6vf(mz) 1< < 3}
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L’opérateur local d’interpolation Iz est défini pour toute fonction f dans €*(T)
par

(I4+1) mod 3+1
—
Mefy, = 3 P W (V0 ) Wyt (V) ) Wt (V). o)
1=l
ou par
(I+1) mod 3+1 af
ffy, = Y JWAH (V] (0):00) BtV )72 W (g ) ) 0

i=l
Les fonctions de bases {¥,} sont définies par

g =N
aveci=1[0,7=1mod3+1et k=j7jmod3+1

(\I}?z’ \I’?]’ \I[?k’ \I}llz k> \Illlz NE \I’llji’ q}llz k\I!llk,j’ \I!ll,k,i’ \I[i,l,i’ \I}i,l,j’ \Ili,l,lc)T’
Ay = (A3, X308, APk, A, XA, A2 Ak, A A g, AR i, Aidj k)T
et
[ —2(e;j—e) 0 0 2(3+¢) 2(3—e) 00 0 0 0 ]
s(1—2¢;—e) 1 0 —3(1—¢;) 3(e;+e) 3 3 00 33—¢)
%(1?—2@—6]) 01 —lg(ei—i-ej) —%(llf-ei) 0 0 3 3 33+e)
—=(1+e) 00 i(7+e) -1 0000 0
—=(1—e) 00 -3 1(7T—e) 00 00 0
5 —=(T+e) 00 : ‘b+e) 1000 -1
! %(4—@-) 00 —23—e) —i(5-e) 01 00 (3-¢)
51(4+e,~) 0 0 —1§(5+e,~) —i(3;}—ei) 0010 i(3+e)
3 00 —2 —2 0000 4
-2 00 2 0 0000 0
I - 00 0 2 0000 0 |

On a légalité Pr = P;. Pour une preuve de la continuité €' et une estimation
de lerreur d’interpolation on renvoie le lecteur a la référence [110].

3.6.2.5 L’élément cubique %' réduit de Hsieh-Clough-Tocher (HCT-
R)

Avec les mémes notations que précédemment I’ensemble des degrés de liberté
est donné par

Yr=A{f(ai): 1<i<3; 0uf(a;), Opfl(a;): 1<17<3}.
L’opérateur local d’interpolation Il est défini pour tout f dans €*(T) par

(I4+1) mod 3+1

Hrfo, = Y, fla)¥;+ (Vf(a).aah) Vi, + (Vf(a).aa) ¥, .

1=l
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a1 ) élément de )
Hsieh-Clough-Tocher réduit

a2

F1G. 3.6 — Elément cubique %' réduit de Hsieh-Clough-Tocher

Les fonctions de bases {¥,;} sont définies par
S =S

avect=1[,7j=1mod3+1et k=j7jmod3+1

B = (\Ij?za \Ij?,j; ‘I’?,k, \I’llzka qlll,i,j’ ‘I’zl,j,i: \I’ll,z',k‘l’ll,k,ja \I’ll,k,i)Ta
A= (O, A2 08, A2 A, AP, X2, A2, A, Ae i, AidjAe) ™
et
[ —iej—e) 0 0 32(3+¢) 3(3—e) 00 0 0 0 ]
s(1—2¢,—e) 1 0 —3(1—e) S(ei+e) 3 30 0 3(1—e)
(142 —e) 01 —3(e;+e) —2(14+e) 00 3 3 3(1+e)
—i(1+e) 00 i(5+e) : 0000 0
4 J 4 J 2
Y = —s(l—e) 00 : 2(5-3e) 00 0 0 0
(1—e) 00 —1 —2(1—3e) 1 0 0 0 1
—%61 00 —%(1—361‘) i(1+3ez) 0100 %(1—361)
€ 00 ;(1-3) —31+3e¢) 00 1 0 3(1+3e)
H(l+e) 0 0 —1(1+3e) - 0001 1 |

On a la relation P, C Py C P;. En fait HCT-R est obtenu a partir de HCT-C en
supposant que les gradients varient de maniére linéaire le long des arétes. Pour
une preuve de la continuité € et une estimation de I’erreur d’interpolation voir
[110].

3.6.2.6 L’élément quartique €' de Ganev-Dimitrov

Les degrés de liberté sont donnés par ’ensemble

Yoy = {f(a’l)a awf(a’t)’ avf(a’i)’ f(ml)’ al/zf(m’t) 1< < 3}’

3.6.Les schémas numériques



Schémas semi-Lagrangien dans ’espace des phases 151

élément de
Ganev-Dimitrov

o/

F1G. 3.7 — Elément de Ganev-Dimitrov &

ou 0,, désigne la dérivée normale. B
L’interpolant est un polynome de degré 4, de classe CY(T). Pout tout f dans
C!(T), son expression est donnée par

3
Il = 3 F(0) U+ 0 TR B (7 (0T B4 () 0~ (mi 5L (m) )
i=1 *

avec j =tmod3+1et k= jmod3+ 1.
Les fonctions de bases sont définies par

(11

=XA

Y

avec
= 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1,0 1,0 1,0 1,1 1,1 L,N\T
= (‘1’1"1’27\113’\1[1,3’‘111,27‘1’2,17\112,3\113,2’\1’3,17\1117 ’\I]27 ’\1’3, ’llll, ’\I]27 7\113, ) ’

A= ()‘%7 )‘37 )‘ga )‘:{))‘3: )‘?)‘2: )‘g)‘la )‘g)‘37 )‘g)‘% )‘g)‘la )‘g)‘ga )‘g)‘i )‘%)‘ga )‘%)‘2)‘3’ )‘1)‘3)‘37 )‘1)‘2)‘§)Ta
et

N

Il
SO OO OO O oo o oo
SO OO OO OO oo oo ~OoO
S OO OO o OO oo oo o —~=OoOOo
SO OO DO OO O OO O OO
O OO OO OO OO O HOOO K
SO DD DO OO ODOoOHH OO O O
S OO OO OO HOOOO O
oo oo oo H OO OCO OO
O OO OO O ODODODOO =OO

I

—

o

e}
—_
D
S OO OO O OO
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3(62 — 63) —4 —3(62 + 63) 3(62 + 63) i
3(61 + 63) (63 — 61) —3(61 + 63)
—3(62 + 61) (62 + 61) 3(61 — 62) —4
—3(1—e)  —3(1+e)  3(1+eo)
—3(1+e)  3(1—es) —5(1—e3)
%(1-’-63) —%(1—63) —%(14—63)
—%(1—61) —%(1-{-61) %(1—61)
—%(14-61) %(14—61) —%(1—61)
3(1—e2) —3(l—e)  —5(1+e)
—16 16 16
16 —16 16
16 16 —16
—4 4 4
4 —4 4
4 4 —4 |

On a 'égalité Pr = P,. L’estimation de ’erreur d’interpolation est donnée dans
[26].

3.6.3 Discrétisation compléte du schéma

Maintenant, on peut écrire la discrétisation compléte du schéma. A partir de
I’opérateur local d’interpolation Il on peut définir 'opérateur global d’interpo-
lation I, de €°(Q) (resp. €*(2)) dans X}, (resp. Y}) par la relation (3.11). Par
exemple 'espace de discrétisation Y}, construit sur 1’élément cubique ¢ de Niel-
son admet comme fonctions de bases {¢k}r=1,.. v, {Uk k1.~ €t {Mk}r=1,..~ tel
que

(Inf) (2 kank 2,0) + O futhi (2, v) + 0, frp(z,v) Vf € €1 (Q)
k=1
ol
Je = f@r,ve), Ouofr = (0of)(Tk,vk) and O, fr = (Ouf)(@k, Vi)

On commence au temps ¢ ou on connait la fonction de distribution f}*(x,v) qui
peut s’écrire comme

fi(@,v) =

thknk 2,0) + Ou f1 (2, 0) + B [ 0(2, 0),

k=1

ou {fi ety {027k tiiy et {0uf7 kb, sont les degrés de liberté de I'espace Yj.
Maintenant on développe 1’algorithme pour atteindre le temps t"*1.

1. Premiére demie advection dans I’espace physique. :

f;;(.T,U) = th}?(x - UAt/2,’U),

c’est-a-dire

=

thkﬂk , ) + 0o [ ¥k (2, v) + Ou i ppr (@, v),

fr(@,v)
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frg = Ii(@e —vAt/2,vg)
ot Oufiy = Oufp(Te — viAt/2,vy)
Oufr = —5L0uf7(x — veAL/2,v) + Oy f7 2k — vEAL/2, v3).

2. Calcul du champ électrique E}(z) en substituant f} dans I’équation de
Poisson qui peut étre discrétisée par un schéma numérique classique comme
les méthodes de différences finies ou d’éléments finis.

3. Advection entiére dans I’espace des vitesses :

i (x,v) = Upfr(z,v — Ef(z)At/2,v),

c’est-a-dire

N
(@, 0) =) finm(@,v) + O fitn (@, v) + Oy fiiipr(, v),

k=1
ol
fie = fr(ok e — Ej(z)At)
Oufih = Oufilwn ve = Bf(ee)AL) = OB} (wi)0u fi (s, vs = Fi () A1)
Oufi = Ouff(xr, v — Ef(xx)Al).

4. Seconde demie advection dans I’espace physique :

" (2,0) = T fi (2 — vAL/2,0),

c’est-a-dire
NG Z Frk () + Do ff () + o i, v),
ou
i?_l'c—l = f;*(LL‘k — ’UkAt/Q, ’Uk)
0 fn+1 = 6If,’:*(xk — ’UkAt/Z,’l)k)
Oufitt = —5L0:fi (mh — veAt/2,v5) + Oy f* (ar — vk AL/2,vy).

3.6.4 Schémas conservatifs et positifs

Les schémas précédents ne conservent ni la positivité ni la masse. Ceci est
en fait une caractéristique des opérateurs d’interpolation considérés. La non pré-
servation de la positivité et de la masse peut étre un inconvénient pour les si-
mulations en temps long car des oscillations se développent. Afin de recouvrer
la positivité de f et la conservation de la masse on utilise les idées de Priestley
[173] et Staniforth [197] qui ont été appliquées dans les codes de prédiction mé-
téorologique.
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Avant tout, on va définir les propriétés que doit vérifier la solution. L’algorithme
fournira une solution positive si la solution vérifie le “principe du maximum”
suivant :

rrrlﬁn S l?j—l S frTrLlax’ \V/la Vn (313)

ou

min = Inkin{fl?,k}a Sinax = ml?x{f}?,k}'

La solution conserve la masse si

DA =) flpAr = M, (3.14)
k k

o Ay, (discrétisation de la mesure de Lebesgue dzdv) est 'aire associée au noeud
Ny, tel que Up Ay = Q.

Maintenant on explique comment obtenir un schéma positif et conservatif en I’ap-
pliquant sur la premiére demie advection dans I’espace physique. L’algorithme
est le méme pour les autres advections.

Soit f7, (z,v), une solution d’ordre faible calculée selon le premier pas de I'algo-
rithme décrit précédemment, avec ’opérateur d’interpolation de Lagrange d’ordre
un par exemple. Soit f7; (x,v) une solution d’ordre élevé calculée selon le premier
pas de 'algorithme décrit précédemment, avec 'un des opérateurs d’interpola-
tion d’Hermite décrits plus haut. Soit f7, , = f7. (zk,vk) et ff, . = fir, (Tk, k).
On suppose que le triangle T contient le point (x, —vrAt/2, v;) qui est au temps
t" approximation du point de départ de la courbe caractéristique qui s’arréte au
point (g, vx) au temps ", Soit N le nombre de noeuds portés par le triangle
T sur lesquels on connait f;*. On définit f* et f~ par

ff= maX{f}Zla o f/?,NT}
et
= min{f,?,l, s f;f,NT}.
On pose alors
friffa, o> fF
fo=9 i fae<f~
[i, x sinon.

Si ff, k= Ji, x 7 0 alors on définit

max _ Ik~ Jiyk
r)/k - f* _ f* 7
Hy, k Ly ,k
sinon on pose
Yo =1

Alors si on pose
for =, e+ =% Tk
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on voit que la solution satisfait le principe du maximum au sens de (3.13). Ceci
reste valable si on remplace I’ensemble {y***} par n’importe quel ensemble {~;}
pour peu que l'on ait vy < 7**,Vk. Afin d’obtenir une solution conservative
on doit remplacer '’ensemble {y;***} par ’ensemble optimal {7;} pour lequel la
solution préserve a la fois le principe du maximun et la masse. Afin d’obtenir
une solution qui préserve le principe du maximum (3.13) I’ensemble {v;} doit

satisfaire les contraintes
max

0<% <7

De plus, si on veut que la solution conserve la masse il faut imposer la contrainte
(3.14). On définit

&k = (f;Ih,lc - th,k)Ak

alors la condition (3.14) peut se récrire comme
> Wb =My =Y fr A= M~
k k

Notons que si 7, — 1 alors on obtient une reconstruction d’ordre élevé. Au
contraire, on obtient une solution d’ordre faible si 7, — 0. Afin d’obtenir une re-
construction d’ordre élevé aussi souvent que possible, le probléme, peut consister
a minimiser la fonction coit

L(y)=— Z Ve
k
ot les inconnues {7} sont assujeties aux contraintes

0 <y <, Y ke = M*.
k

On obtient ainsi un probléme d’optimisation (ou de programmation) linéaire.
Alors que les problémes de programmation linéaire sont résolus entre autres a
partir de la méthode du simplexe, on présentera par la suite une autre méthode (cf
[173]) qui ne résout que les contraintes sans se préoccuper de minimiser la fonction
cott. Notons que I’on peut chercher a imposer la conservation d’autres quantités
physiques comme 1’énergie, I'entropie et d’autres moments qui conduisent a la
résolution de problémes d’optimisation non linéaires. Par exemple on peut cher-
cher & minimiser, sous les mémes contraintes de conservation de la masse et du
principe du maximum, la perte de la norme L? (minimisation de la diffusion)
avec la fonction coiit quadratique

£07) = I Ollzz = 1 (E)ls2

ou
1/2
||fh(tn)||L§ = (Z ('Yk(fgh,k - fgh,k) + ffh,k)Q Ak) )
k

Siona
D g = MY, (3.15)
k
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alors la masse est conservée et on a trouvé une solution positive qui préserve le
principe du maximum discret (3.13) et qui conserve la masse (3.14).
Maintenant supposons que

D g > M. (3.16)
k

Si ce n’est pas le cas, sans perte de généralité, on pose & = —&; et M* = —M*
afin d’obtenir I'inégalité (3.16).

Afin de réduire le plus possible le membre gauche de (3.16) les termes négatifs de
la somme (3.16) sont affectés du plus haut coefficient possible. Cette régle nous
permet de définir un tableau i flag tel que

si & < 0 alors v, = 7', iflag(k) =1,

. . (3.17)
si & > 0 alors v, = 0, iflag(k) =0
Maintenant on doit calculer les coefficients 7, pour lesquels iflag(k) = 0. Pour
cela on définit la quantité

surplus = M* — Z Y€k (3.18)
iflag(k)=1

et une valeur moyenne de 7y,

surplus
Ymoy = .
o Ziflag(k):ﬂ Tk

Notons que la quantité surplus ou tous les & peuvent a prior: étre négatifs. Dans
ce cas il n’existe pas de solution conservative et la meilleure attitude a adopter
afin de limiter la perte de masse est de choisir les 7, de la méme fagon que lors de
I’étape d’initialisation (3.17). L’étude de l'existence et de I'unicité d’une solution
du probléme de minimisation reste une question ouverte. Si ce n’est pas le cas
alors les valeurs 7;"** pour lesquelles iflag(k) = 0 sont comparées avec la valeur
IMOYENNE Ymoy €t on égalise {Vx}; f1qyx)—0 & cette valeur moyenne si cette derniere

ne dépasse pas les bornes superieures {7;***}, Flag(k)=0" Autrement dit

(3.19)

S1 Ymoy < Vi Vk tel que iflag(k) = 0, alors v; = Ymey, iflag(k) = 1.
D’un autre coté, si les coefficients v;*** pour lesquels i flag(k) = 0 sont plus petits
que la valeur moyenne 7,,,, on les égalise a leur valeur maximum, c’est-a-dire

S1 Ymoy > Y Vk tel que iflag(k) =0, alors vy, = v, iflag(k) =1,

les autres coefficients restant inchangés. Ensuite on fait une nouvelle évaluation
des quantités (3.18) et (3.19). L’algorithme se termine avec succés lorsqu’on a
trouvé une valeur de v,,,, qui ne dépasse aucun yp** ou lorsque iflag(k) =1
pour tout k. Notons que chercher un ensemble {7;} afin de conserver la masse

et d’assurer le principe de maximum détériore I’ordre de précision.
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3.7 Reésultats numériques

Dans cette section on présente les résultats numeériques obtenus dans le do-
maine de la physique des plasmas, avec différentes méthodes conservatives ou
non.

Ces différentes méthodes seront testées avec différentes techniques de recons-
truction pour la résolution du systéme de Vlasov-Poisson avec des conditions
aux limites périodiques. L.’équation de Vlasov,

of  of of _
ot +U6$ +E(t,x)8v =0
est couplée avec ’équation de Poisson normalisée
0¢ 0?¢
E(t,x):—%, —@z/ﬁf(t,x,v)dv—l.

Selon la description du schéma numérique de la section 3.6 on doit calculer le
gradient du champ électrique. Ici ce calcul est simple car I’équation de Poisson
donne

oF
O (tx) = pla) — 1 = /]R £ty 0)dv — 1.
3.7.1 L’amortissement Landau linéaire

La donnée initiale est

f(0,2,0) =

\/12_7r exp (—v%/2)(1 + acos(kx)), V(z,v) € [0,L] x R,

ou a = 0.01 représente I'intensité de la perturbation. La période spatiale vaut
L = 4m et v™® = 6 est la valeur de la vitesse au-dessus de laquelle on considére
que la fonction de distribution est nulle (décroissance exponentielle en vitesse).
Le pas de temps est At = 1/8 et Npqine représente le nombre de triangles du
maillage. Le temps final vaut 7' = 50w, L

Les figures 3.8 montrent la comparaison de ’évolution du premier mode (k = 0.5)
du champ électrique pour différents opérateurs d’interpolation. Ici le nombre de
triangle est de 3906 (~ 32 points en = par 64 points en v) et on n’impose ni la
conservation de la masse ni la positivité de la solution. L’amplitude du premier
mode F(k = 0.5,t) décroit exponentiellement comme la théorie le prédit. Le taux
d’amortissement et la fréquence des oscillations obtenus par ces méthodes sont
respectivement v = 0.153 et w = 1.415, ce qui est en accord avec la théorie qui
prédit les valeurs v = 0.1533 et w = 1.4156. Pour ce cas test physique on observe
des différences entre les différentes méthodes en temps long. Les schémas qui ap-
prochent le mieux le taux d’amortissement en temps long sont ceux qui utilisent
une reconstruction %! et le moins satisfaisant est le schéma de Lagrange d’ordre
deux. Ceci semble logique car I’amortissement Landau s’obtient en prenant le
gradient de la fonction de distribution & la vitesse de phase vy, = w/k. Aussi les
opérateurs d’interpolation faisant intervenir les gradients de la fonction de dis-
tribution donneront une reconstruction plus proche de la solution exacte. Sur les
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figures 3.10 (a), on observe que leffet de récurrence (cf [144, 151|), apparait au
temps Tk = 33.49, qui correspond a la valeur théorique prédite pour I’équation
du transport libre (c’est-a-dire sans champ électrique) puisque Tg = 27/(kAv).
Bien qu’on n’impose aucune conservation, la fonction de distribution reste po-
sitive et les variations de la norme d’erreur relative pour I’entropie cinétique,
la masse, la norme L' et I’energie totale restent inférieure a 107°. Les figures
3.10 et 3.9 comparent pour différents maillages 'efficacité des opérateurs d’in-
terpolation, I'imposition de la positivité et la conservation de la masse sur le
premier mode. Les opérateurs NC1 et HCT-C donnent des résultats similaires.
Dans le cas conservatif (Ia masse est conservée a 10~® prés) on observe que 1’évo-
lution du premier mode en temps long est moins précise mais lorsqu’on raffine
le maillage ’approximation de la solution est améliorée, ce qui semble prouver
que numériquement le schéma converge. Dans le cas conservatif (aussi positif)
Fig 3.9, la perte de précision survient au méme moment pour notre schéma et
le schéma FCT ou PPM (voir [6]) pour la méme discrétisation (3906 triangles
~ 32x64 points). Les méthodes FB et CIP donnent une meilleure précison pour
une méme discrétisation (voir [151, 6]) en temps long parce qu’elles ne préservent
pas la positivité de la fonction de distribution alors que les autres oui. Imposer
la positivité détériore la précision et introduit de la diffusion. Cependant dans le
cas non conservatif notre méthode et les méthodes FB et CIP sont comparables.

—— <
- (05
Ek=05)  Lagange? B EG=05.01 __Lagrange?

¥=-0.1533 - - Hermite HR, NCO =-0.1533 ~ - Hermite HR, NCO

Hemite HCT-C Hermite HCT-C

- .- Hermite HCT-R, NC1

- .- Hermite HCT-R, NC1

F1G. 3.8 — Comparaison des opérateurs d’interpolation sur I’évolution du premier
mode E(k = 0.5,t) du champ électrique pour ’amortissement Landau linéaire.
Npaitie = 3906.

3.7.2 L’amortissement Landau non linéaire

La condition initiale est

f(0,z,v) = b exp (—v®/2)(1 + acos(kz)), V(z,v) € [0,L] x R,
V2
ou 'amplitude de la perturbation initiale de la densité, o = 0.5, est plus grande.
On prend L = 4w, k = 0.5, At = 1/8 et v™* = 6. Le nombre de mailles
Nyaitie,est de 3906. Le champ électrique introduit une forte modulation de la
densité de charge. La théorie de ’amortissement Landau linéaire ne peut plus
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[EK=05,)]

01533

__HCT-C, conservative

- - HCT-C, non consevative

[E=05,)]

01533

__NCL consenvative

- - NC1, non consenvative

[E(k=05,)]

¥-0.1533

__HCTC-C, non conservative:

- - HCTC-C, consenvative

(a) Nmaille:3906 (b) Nmaille:3906 (C) Nmaille:7874

[E(k=05.]

__NCL, non conservative:

- - NCL, conservative

(d) Npaie=7874

F1G. 3.9 — Evolution du premier mode E(k = 0.5,t) du champ électrique pour
I’amortissement Landau linéaire.

[E(e05)

JEK=05,0) [E0=05)
__HCT-C, consenvative
0153 3 01533 __NCL, consenvative
- - NC1, consenvtive

4 -
0153 -
-3 3
P

- ~HCT-C, consenvaive:

__NCL, non consevaive -z

- ~HCT-C, non consenviive:
time

5 0 15 N B ® ®m 0 & % 0 5 10

(a) Nmaite=1092 (b) Nrmaitre=3906 (¢) Nmaite=16320

F1G. 3.10 — Evolution du premier mode E(k = 0.5,¢) du champ électrique pour
I’amortissement Landau linéaire.
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s’appliquer, car les effets non linéaires deviennent importants et ne peuvent plus
étre négligés. Ce cas test a été étudié par plusieurs auteurs ([128], [87], [144],
[151], [48]). Les résultats observés sont en accord avec ceux que l’on trouve dans
la littérature. L’amplitude du premier mode décroit exponentiellement dans un
premier temps et oscille périodiquement autour d’une constante dans un second
temps (cf figs 3.14, 3.14). D’abord le champ électrique céde de I’énergie aux par-
ticules, c’est pourquoi on observe une décroissance du premier mode qui véhicule
la plus grande partie de 1’énergie électrique. Aprés le mélange des conditions ini-
tiales, et les phénomeénes transitoires dus aux fortes non linéarités, les particules
dont I’énergie cinétique est plus petite que 1’énergie potentielle sont piégées par
le champ électrostatique autour de la vitesse de phase v, = w/k, ol apparaissent
des trous (cf fig 3.16). Les électrons piégés oscillent dans le potentiel de I'onde
avec une fréquence de rebondissement qui est la fréquence de ’enveloppe du pre-
mier mode (voir [65], [46], [114], [139]). Quand ’algorithme est non conservatif
on observe (Fig. 3.11, 3.12) qu’avec I'interpolation de Lagrange d’ordre deux, la
conservation de la norme L' est meilleure en temps court mais le schéma est trop
dissipatif (perte importante de la norme L? et de I’entropie). L’interpolation de
type Hermite de classe ¢! (HCT-C, HCT-R, NC1) donne de bons résultats qui
sont similaires voire méme meilleurs en terme de conservation de norme L' que
les résultats obtenus par les splines cubiques sur des grilles cartésiennes (voir
[87]). On observe que la perte de la norme L' reste inférieure a 1.16% (6% pour
les splines cubiques sur une grille pour une discrétisation équivalente, voir [87])
durant la phase transitoire (fortes variations de la fonction de distribution cau-
sées par les effets non linéaires) qui se réduit en temps long a une erreur relative
d’ordre 1073. On observe une perte de norme L? de 10% et une croissance de
16% qui se stabilise en temps long. Sur un processeur Compaq Sierra Alphaser-
veur ES45 1Ghz, pour 100 itérations et 3906 triangles dans le cas conservatif (~
32 points en x par 64 points en v) les temps de calcul sont les suivants : HCT-
C, 16.12s; HCT-R, 6.11s; NC1, 6.30s. Parmi les opérateurs d’interpolation de
classe €' les meilleurs en terme de conservation L' sont HCT-R et NC1, et en
terme de conservation L? (le moins diffusif) HCT-C. Au contraire I'interpolation
de Lagrange d’ordre deux est deux fois plus diffusive. La version conservative
de I’algorithme ne change pas les résultats décrits précédemment excepté que
maintenant la solution est positive, conserve la masse (aussi la norme L) et le
principe du maximum. Ces conservations sont utiles en temps long parce que
des oscillations numériques peuvent se développer lorsque les phénoménes non
linéaires sont dominants. En effet si on ne cherche pas a stabiliser ou controler la
croissance des oscillations certains schémas peuvent devenir instables et exploser.
C’est par exemple le cas du schéma d’interpolation de Lagrange d’ordre trois ou
plus si on applique la version non conservative de l'algorithme. Par ailleurs la
décroissance de 1’entropie et de la norme L? est associée au fait que la fonction de
distribution est filtrée ou régularisée lorsque les filaments deviennent plus petits
que la taille des mailles. En effet dans une méthode semi-lagrangienne la projec-
tion sur le maillage implique que 1’on résout 1’équation de Vlasov a I’échelle de la
taille des mailles de ’espace des phases. Aussi, les développements des structures
microscopiques ne sont pas pris en compte par le schéma numeérique et les phé-
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noménes physiques de hautes fréquences ne sont pas reproduits. La projection
sur le maillage joue le role d’un filtre passe-bas.

Lagrange 2, non conservative:

- -~ HCTC-R, NCL, n

__HCTC-C, non conservative

F1G. 3.11 — Evolution de la norme L! pour ’amortissement Landau non linéaire.
Npaitte = 3906.

- - HCTC-R, Net, ¢

__HCTC~C, non conservat

(a) Norme L? (b) Entropie (c) Energie totale

FIG. 3.12 — Evolution de la norme L?, 'entropie et I’énergie totale pour I’amor-
tissement Landau non linéaire dans le cas non conservatif. N, 4. = 3906

3.7.3 L’instabilité double faisceaux

La condition initiale est

1
f(0,z,v) = —v®exp (—v*/2)(1 + acos(kz)), V(x,v) € [0,L] x R,
V2o
ou a = 0.05, L = 47w et v™* = 6. Le pas de temps At est égal & 1/8 et
Npaitiage = 3096. Le temps final T' vaut 100w, "

Les figures 3.23 montrent ’évolution de la fonction de distribution dans l’es-
pace des phases. Au temps ¢t = 10, on observe la formation d’un vortex qui
est associée au piégeage des particules. De ¢ = 10 jusqu’a t = 20, I'instabi-
lité croit rapidement et un trou se forme. Aprés t = 20 les particules piégées
oscillent dans le potentiel électrostatique de ’onde et le vortex tourne périodi-
quement. Les figures 3.20 et 3.21 illustrent ’évolution des deux premiers modes
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Lagrange 2, conservaiive

- - HCTC-R,NC1, consentiie
Entropy Total Energy

0% N __HCTC-C, conservaiive L1

osk 17 nom N 11

Lagrange 2 consenvaive

i) Lagange 2, consevatve

- ~HCTC-R, NCI, consenvative HCTCRNCL conenatie

__HCTC-C. conservative __HCTC-C, consenvative:

time

W w w0 w» @ 2w ® @ o o w2 » « = @ w0 w ® m o w2 ® #© » @ 1w ® 0

(a) norme L2 (b) Entropie (c) Energie totale

F1G. 3.13 — Evolution de la norme L?, I’entropie et 1'énergie totale pour 1’amor-
tissement Landau non linéaire dans le cas conservatif. N,,q. = 3906

HCT-C non conservative : -~
[Ek=05.0)] Ek=05,0] HCTC-C conservative k053] Lagrange 2 non conservative

) ) )

o o o

) 4 )

2 ) 2

3 E 3

4

s E s

N time. N time N time.
0 @ @ % ® ® W w w m 0w a % & % w ® w % mw 0 10 » % & » @ W @ @ m

(a) HCT-C, non (b) HCT-C, (¢) Lagrange 2,
conservatif conservatif non conservatif

F1G. 3.14 - Evolution du premier mode E(k = 0.5,t) du champ électrique pour
I’amortissement Landau non linéaire. N, 4. = 3906

Lagrange 2 conservative 7 NCL, HCT-R non conservative
[Ek=050] [EK=050] [Ek=050] NC1, HCTR-R conservative
1 f 1
0 9 0
1 B 1
2 E 2
5 E 5
-
E
¢ time f time * time
(R m W @ @ W @ % m 0 1 & @ & ® o 10 & % m 0 w0 @ @ w @ W m

(a) Lagrange 2, (b) NC1, HCT-R, (¢c) NC1, HCT-R,
conservatif non conservatif conservatif

F1G. 3.15 — Evolution du premier mode E(k = 0.5,t) du champ électrique pour
l'amortissement Landau non linéaire. N,z — 3906
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() t = 40w, ! (k) t = 50w, ! (1) t = 100w, *

F1G. 3.16 — Evolution de la fonction de distribution f dans ’espace des phases
pour le schéma NC1 conservatif N, = 3906, dans le cas de 'amortissement
Landau non linéaire.
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E(k = 0.5,t) et E(k = 1,t) selon différents opérateurs d’interpolation dans le
cas conservatif ou non conservatif. Aprés une phase transitoire le premier mode
E(k = 0.5,t) augmente exponentiellement pour atteindre un maximum au temps
t = 18, puis il sature et oscille trés légérement, a cause des particules piégées.
L’autre E(k = 1,t) croit exponentiellement et oscille mais il reste toujours infé-
rieur au premier mode. L’énergie du champ électrique augmente rapidement de
t =10 at =20, et oscille périodiquement.

On note que le schéma de Lagrange d’ordre deux devient mauvais (trop diffusif)
en temps long lorsqu’on n’impose pas le principe du maximum ni la conservation
de la masse (cf figs 3.17, 3.18, 3.19). Dans le cas du schéma avec interpolation
de Lagrange d’ordre deux et conservatif les résultats sont meilleurs méme s’il
reste plus dissipatif que les autres schémas. Les schémas d’Hermite de classes %"
(NC1, HCT-R, HCT-C) donnent de bons résultats. Cependant on observe que
le schéma HCT-C est meilleur en terme de conservation d’entropie, de norme L?
et d’énergie (cf figs 3.17, 3.18, 3.19). Par ailleurs, on note que la filamentation se
développe de t = 15 jusqu’a t = 35, et ensuite est lissée par diffusion numérique
en temps long. Les mémes phénoménes numériques de filtrage, expliqués plus
haut pour ’amortissement Landau linéaire ont encore lieu.

Fi1Gc. 3.17 — Comparaison des opérateurs d’interpolation sur 1’évolution de la
norme L' avec le schéma non conservatif dans le cas de I'instabilité double fais-
ceaux. Nygie = 3906.

3.8 Quelques perspectives

3.8.1 Meéthodes a posteriori pour la conservation des inva-
riants

Dans le paragraphe 3.6.4, on a mis en oeuvre une méthode a posteriori, simple
et peu coiiteuse, pour assurer la positivité et la conservation de la masse (et par
conséquent de la norme L') de la fonction de distribution. Cependant L’équation
de Vlasov conserve un grand nombre de quantités (physiques ou mathématiques),
comme I’énergie, 'impulsion, ’entropie, et toutes les normes LP. Aussi cette équa-
tion est difficile & simuler numériquement car elle est tres “exigeante”. On présente
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o Lagrange 2 non consenvative

Entopy - ~HCT-R, NCL, non consenvatve:

Lo0s|. Total energy

(a) Norme L? (b) Entropy

F1G. 3.18 — Evolution de la norme L?, I’entropie, et I’énergie totale, avec le schéma
non conservatif dans le cas de I'instabilité double faisceaux. Nygie = 3906

107] Entropy
0s8 - ~HCT-R, NCL, consenvatie - - —HeTR NC,
o __HCTC, o -
oaf *[ ot enrey
(a) Norme L? (b) Entropie (c) Energie totale

F1G. 3.19 — Evolution de la norme L?, I’entropie et I’énergie totale, avec le schéma
non conservatif dans le cas de I'instabilité double faisceaux. N, = 3906

A ! HCT-R, NC1 non consenvaive: HCT-C non conservative

" ! i

4 \ 3 |
o Lagrange 2 non conservative ! sy sy
b [E(050)] N - [E(eL) - -~ kLol

of - L) 2 .

time time time.

I T

(a) Lagrange 2, (b) NC1, HCT-R, (¢) HCT-C, non
non conservatif non conservatif conservatif

F1G. 3.20 — Evolution des deux premiers modes E(k = 0.5,t) et E(k = 1,t)
du champ électrique avec le schéma non conservatif dans le cas de l'instabilité
double faisceaux. Ny,qie =3906
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S Lagrange 2 conservative HCT-R. NCL consenvalive HCT-C consenvative
i}
af ! 3|
__ [Ek=05.1)] __ |E(k=051)] __ [Ek=05.1)]

10 - JEk=L) o - [Ek=L] w0 - [Ek=L)

N time dz time N time
(a) Lagrange 2, (b) NC1, HCT-R, (c) HCT-C,
conservatif conservatif conservatif

F1G. 3.21 — Evolution des deux premiers modes F(k = 0.5,t) et E(k = 1,t) du
champ électrique avec ’algorithme conservatif dans le cas de I'instabilité double

faisceaux. N,,q4ine = 3906

15[ Elecic energy Electic energy - ~HCT-R,NCL, non consenvtive Electic energy - ~HCT-C, non consenvative
12
__HCT-C, conservaiive

__HCT-R, NC1, consenvalive

14 - - Lagrange 2, non conservaiive.

__Lagrange 2, consenvaive

w0 m w e w o 2w @ w m 0 m 2 @ 0 @ w0

(a) Lagrange 2 (b) NC1, HCT-R (c) HCT-C

F1G. 3.22 — Comparaison de I’évolution de I’énergie électrique dans le cas de
I'instabilité double faisceaux. Nygie = 3906
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(b) t = 10w, ! (c) t = 15w;"

(d) t = 20w,! (e) t = 25w, " (f) t = 30w,

() t = 35w, (h) t = 50w, ! (i) t = 100w, *

F1G. 3.23 — Evolution de la fonction de distribution f dans I’espace des phases,
avec le schéma conservatif NC1 et N,,.iue =16320, dans le cas de l'instabilité
double faisceaux.
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ici un cadre général pour développer des méthodes a posteriori, permettant d’as-
surer la conservation d’un certains nombre de quantités. On commence d’abord
par donner une version discréte des différentes quantités conservées. En repre-
nant les notations du paragraphe 3.6.4 on a

e la norme L'

1 fally = D [kl A

k

= > farAr
k

= > (1= frawAe + Vi L, 0 Ak
k

= Zﬁf}c + frn oAk
k

= > n&+h
k

= [Ifllzy,

e lanorme P, 1 < p< o0

[ fnllzy = > 1 fnklP A
k
= Zf}z:,kAk
P

- Z(%: (thJC - th,k) + th,k)pAk

k
p q
- Yo A
k g=0 lk
= (51,

e les moments d’ordre m, m =1

M) = D favit A
k
= Z’y,:&kv,zn—i-lkv,?
k

= M7 (fa),
e |’énergie totale

En(fn) = D wm&wvi + lvp + | E(a) Ay
k

= gh(f}?)a
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e l’entropie

Su(fn) = Y fuklog(far)As
k

= > (0 (fatek = Frak) + Frak) 108(Vi (ke = Frak) + Frok)

k
= Su(fn),

On désigne par £QC I'ensemble défini comme il suit
€QC = {Qci(')}ielN
= {llllg 1<p<oo & Sl MP(), m=1}

La méthode a posteriori consiste en fait & résoudre un probléme d’optimisation
avec contraintes qui peut selon les quantités que ’on souhaite conserver devenir
un probléme d’optimisation non linéaire ou linéaire.

Soit J : RY — R. On cherche & résoudre les problémes de la forme :

trouver v* € S tel que

PY 701 <70, vyes

ot § C RY(S # 0) est appelé “ensemble des contraintes” ou “ensemble des
solutions admissibles”, et qui est déterminé par des contraintes

1. d’inégalités
0 <y <™

2. d’égalité
QCi(fn) = QCi(fr) Vie F
ou F est un sous ensemble fini de N.

Par exemple on obtient un probléme d’optimisation non linéaire en prenant
comme fonctionnelle & minimiser

2
T ) = [[1fullzz = 1fallzz

et comme contraintes
0 S /Y S ,Ymax

fallzs = [1fallzs
En(fn) = En(fR)
M, (fr) = ML(f2).

En supposant que le schéma fait décroitre I’énergie on a par exemple un probléme
de programmation linéaire ot la fonctionnelle linéaire & minimiser est

T () = En(fR) — En(fn)
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et les contraintes linéaires d’égalités et d’inégalités sont
0 S ,_)/ S ,_)/I'IlaX

[1fnllzy = 1111y
MG (fa) = My (£n)-

Pour écrire le probléme sous forme synthétique on introduit les notations sui-
vantes :

Soit g; : RN — R, Vi = 1,...,p les contraintes d’inégalités et h; : RY —
R, Vi=1,...,q les contraintes d’égalités.
Avec la convention suivante :

n
<O0<=y; <0 Vi=1,...,J

Yj

et en posant

91(7)
g:RY —RP, g(y)=| : :
gp(”)’)
et
hy (7)
h:RY — R?, h(y) =
hq(’Y)
on a

S={yeR"; g(v)<0; h(y)=0}

Par ailleurs on appelle contrainte active en un point v € S une contrainte g;
telle que g;(y) = 0. Les autres contraintes sont dites inactives. L’ensemble des
indices ¢ pour lesquels g;(y) = 0 est noté I(7y). Par convention les contraintes
d’égalité h; sont considérées étant actives.

Enfin on définit le Lagrangien £ comme

L : RVxRExR? — R
(7, 15 A) — L(7, 1, A) =T (7) + 9(7)-p+ h(7).A
et son gradient comme
VoL, A) = VI(y) + Dg(v)" 1+ Dh(7)"A
VL, p,A) = | Vul(y,m,A) = g(7)
VaL(y, 1, A) = h(7)

L’existence d'un minimum local ou global est donnée par les deux théorémes
suivants
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Théoréme 43 Soit v € S. On suppose que J, g et h sont deux fois différen-
tiables au point .

i) (Condition nécessaire) Ici on suppose seulement que J, g et h sont de
classe €' dans un wvoisinage de . En outre on suppose que la famille
{Vhi(v), i=1,..,q, Vgi(y), i€I(y)} estlibre et que y est un mi-
nimum local de J sur S. Alors il existe (p, ) € RE x RY tel que :

Vo L(, 11, A)
VuL(y, s A) <
VaL(y, 1, A) =
9(7)-p

0
0
0
0

De plus si J, g et h sont deuz fois différentiables au point v alors
pour tout d dans [’espace tangent auzr contraintes actives, c’est a dire

{deRY; Vhi(y)d=0, i=1,..,q, Vg(7).d=0, i€I(v)}

on a
2
VIL(y, , A)d.d > 0

i) (Condition suffisante) S’il existe (u, A) € RE x R tel que
W) VoLl N) = 0

b) g(7).u=0
c) V2L(v, p, A\)d.d > 0 pour tout d # 0 dans

{deRY; Vhi(y)d=0, i=1,..,q, Vgi(7).d=0, sii€I(y) etsip >0},
alors v est un minimum local strict de J sur S.
Les coefficients p et A sont appelés multiplicateurs de Lagrange. Les conditions
VoL(v,m,A) = 0
" < 0
9(7)-p =0

sont appelées les conditions KKT (Karush, Kuhn, Tucher). Pour l'existence d’un
minimum global on a le théoréme suivant

Théoréme 44 On suppose que les fonctions h; sont affines et que les fonctions g;
sont convezes (ceci implique que S est conveze). On suppose que la fonctionnelle
J est conveze. Soit v € S tel que VT existe. Sl existe (p, ) € RE x R? tel que

{VV‘C(V:/%)‘) =0
9(7)-p = 0

alors vy est un minimum global de J sur S.
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La résolution numérique des problémes d’optimisation linéaires et non linéaires a
fait ’objet de nombreuses études. Pour la résolution d’un probléme de programa-
tion linéaire on peut citer ’algorithme du simplexe. Pour résoudre les problémes
d’optimisation non linéaires il existe une batterie de méthodes comme la mé-
thode de projection, la méthode des surfaces actives, les méthodes de pénalisa-
tion (exterieur, interieur), les méthodes de relaxation, les méthodes de gradient,
la methode SQP (Sequential Quadratic Programming) et la méthode d’Uzawa.
Pour une description de ces méthodes on renvoie le lecteur aux références [108],
[49], [113], [142] et [148].

Une autre méthode trés intéressante, appelée BIM (Bayliss-Isaacson Method),
basée sur la linéarisation des contraintes permet d’assurer la conservation de cer-
taines quantités physiques. Les ingrédients de cette méthode se trouvent dans
[153] et [154] (voir aussi les références incluses).

3.8.2 Autres reconstructions

Bien que nous n’ayons pas eu le temps d’essayer ce type de méthodes, les
reconstructions ENO (Essentially Non-Oscillatory) et WENO (Weighted Essen-
tially Non-Oscillatory) sur des maillages triangulaires, utilisées pour résoudre les
systémes de lois de conservation hyperboliques (cf [13, 47, 1, 2|), semblent étre
une voie intéressante pour la simulation de 1’équation de Vlasov.

3.8.3 Propagation des dérivées d’ordre supérieur

On peut généraliser la méthode avec propagation de gradient, en propageant
des dérivées partielles d’ordre supérieur. Par exemple, & partir des dérivées par-
tielles d’ordre deux de la fonction de distribution on pourrait utiliser les éléments
d’Argyris, Bell, Birkhoff-Mansfiel, etc ... (cf [49]). Les équations de transport pour
les dérivées partielles d’ordre supérieur s’obtiennent en dérivant autant de fois
que cela est nécessaire ’équation de Vlasov. Si cette extension semble évidente,
elle conduit a traiter un volume de données gigantesque qui la rend pratique-
ment peu utilisable en plusieurs dimensions dans ’espace des phases pour les
calculateurs actuels.

3.8.4 Meéthodes sans maillage

On pourrait envisager d’utiliser les techniques d’interpolation par fonctions
radiales, qui sont un outil moderne et puissant pour l'interpolation de données
multi-dimensionnelles irréguliérement réparties. Avant d’en discuter les avantages
décrivont briévement ces techniques. Soit D un ensemble de points de R¢, d > 1.
D représente I'ensemble des points de I’espace des phases sur lesquels on discrétise
la fonction de distribution f. Soit S(x) un sous ensemble de D de cardinal n,
contenant les n premiers “voisins” de z. On peut par exemple utiliser la distance
Euclidienne dans R¢ pour déterminer les n premiers voisins de 2. On peut alors

3.8.Quelques perspectives
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déterminer l'interpolant 7y sf : R — R de la forme

Tosf(t) =Y vl - —=l) + p(-)

€S

et tel que
f(ta )|s = 7TLp,Sf(ta )|s

|| - ||, désigne la norme Euclidienne dans R?, et p est un élement de P2, I’espace
vectoriel linéaire des polyndmes a d variables de degré inférieur & m. Supposons
que pi, ..., pr est une base de P¢ avec r = C’;iand, et n > r, alors les contraintes
d’interpolation impliquent que les coefficients (qui déterminent 7, sf) (v, u”) €
R™" ot pp = (p1, -y fir) " €t ¥ = {7V} 5, SONt solutions du systéme linéaire

(= 00)-() e

Kpis = (@l = yl)), aes € B, P = (pu(t)) e crer € B,

ou

et
F=(f(t,)),es € R"

Pour plus de détails sur la fagon dont peut résoudre le systéme linéaire (3.20) on
peut consulter [192]. 11 existe plusieurs types de fonctions radiales :

* Splines plaques minces : ¢(||z|]) = ||z||*log(]|z||), qui minimise la semi-
norme H?(R?) (qui n’est autre que la courbure de la surface générée par
Ty,s) sous contraintes d’interpolation

* Splines polyharmoniques :

ollz]) = A si a—d e (0,00)\2N
||x||°‘_dlog(||a:||) st a—de?2N

qui minimise les semi-normes H™(IR¢) sous contraintes d’interpolation
* Noyau Gaussien :

e(llzll) = exp(=|ll” /4)

* Multiquadrique généralisés :

(4 el (d )
51 —d € (—d,00)\2Z;
zll) =
U =1 (1 4 1ol o2 og(1 + )
st a—de22l,

Pour chaque fonction radiale citée ci-dessus, le systéme linéaire (3.20) fournit une
unique solution a condition que ’ensemble S soit non P, -dégénéré, c’est-a-dire
que la condition suivante soit satisfaite

p(x) =0, VzeS=p=0 (3.21)

3.8.Quelques perspectives
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La contrainte (3.21) est assez faible. Par exemple pour m = 2 elle signifie que
les points de S ne doivent pas étre alignés. [’interpolation par fonctions radiales
consiste donc a résoudre des petits systémes linéaires locaux. De plus I’'interpolant
est de classe € et posséde de bonnes propriétés de stabilité puisque il est
solution d’un probléme de minimisation (du moins pour les splines plaques minces
et polyharmoniques). L’avantage majeur de telles méthodes est que ’on n’a plus
besoin de maillage de I’espace des phases car I'interpolant ne dépend que de ¢ et
de la distance inter-points. Finalement la dimension de I’espace des phases n’est
plus un probléme. L’interpolation par fonctions radiales fut d’abord initiée par
Duchon (|74, 75, 76]) qui décrouvrit les splines “plaques minces”. Ensuite elle fut
développée par de nombreux auteurs comme M.J.D Powell ([167, 168, 169]), N.
Dyn (|77, 78]) et R. Schaback ([181, 182, 183]) entre autres (|123, 123, 192, 206,
211]).

3.8.Quelques perspectives



175

Chapitre 4
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L’équation de Vlasov axisymétrique

4.1 Le modéle paraxial

L’équation de Vlasov axisymétrique peut se déduire du modéle paraxial (cf
|63, 89]). En effet on considére un faisceau de particules chargées, ou chaque
particule a la méme charge ¢ et la méme masse m. On suppose que les particules
sont non relativistes de telle sorte que la fonction de distribution f = f(x,v)
satisfait ’équation de Vlasov stationnaire non relativiste

1
v -Vof+—F-V,f=0,
m
ol x = (2,¥,2), V= (vg,0,v,) et F est la force de Lorentz donnée par

F =¢(E+v xB)

ot le champ élecrique E = E(x) et le champ magnétique B = B(x) vérifient les
équations de Maxwell stationnaire

E = VO,
1

—Ad = —Ps>
€0

VxB = /vLOjM
V-B = 0,

ou ® = &(x) est le potentiel électrostatique, p(x) et j(x) sont respectivement la
densité de charge et la densité de courant définies par

p(x)=q | f(x,v)dv, j(x)=q [ [f(x,v)vdv.
R3 R3
On suppose que ’axe optique du faisceau est une ligne droite confondue avec
l'axe z, et on définie la vitesse longitudinale moyenne u, = u,(x) du faisceau par

f(x,v)v,dv

u,(x) = 28

f(x,v)dv
R3
Les hypothéses du modéle paraxial sont les suivantes

* Les particules restent prés de I’axe optique.

* Les vitesses transverses (v, v,) des particules et les déviations v, — u, de

la vitesse moyenne u, restent faibles devant la vitesse de la lumiére c.

Si on développe la fonction de distribution et les champs électromagnétiques selon
le petit paramétre n = [/ L, ot [ est ’échelle de longueur dans le plan transverse et
L Techelle de longueur dans le plan longitudinal, alors le modéle paraxial, obtenu
en conservant les termes du premier ordre en 1 du développement asymptotique,
est une approximation d’ordre un du modéle Vlasov-Maxwell stationnaire (pour
plus détail voir [63]).
Dans la suite de ce chapitre on utilisera les notations suivantes

r= (x,y), Vy = (Uw,vy), B= (BraBz)a B = (EraEz)a

4.1.Le modéle paraxial
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a a a 9
E, = (E,, B,), B: = (B, B == = =z
r ( T y): r ( T y)a Vr (8$,ay)a VVr (avwaavy),

Avec les notations précédentes le modéle consite alors a trouver les fonctions
f=f(r,ve,2), ®(r,z), B, = B,(r,2) et u, = u,(2),

solutions des équations

du, q
2 _1F 4.1
Y T m (4.1)
1
a%(uzf) +ve-Vof + EFT V.. f=0, (4.2)
_4a,  dE
AP = 6On o n= /fdvr, (4.3)
0B, 0B,
—L - = Hoqnu,
ox oy (4.4)
0B, 0B, _ _dB |
ox oy  dz’

ou le champ de force est donné par

0o
F,=q (—— —u, By + vyBZ>
ox
50 (4.5)

avec les conditions aux limites

UZ(O) = U0, f(ravra 0) = fO(ra Vr)-

Notons que F, et B, sont des champs extérieurs. En effet les seconds membres
des équations des termes du premier ordre des champs électromagnétiques sont
des termes d’ordre zéro du champ électromagnétique qui, eux mémes, vérifient le
systéme de Maxwell stationnaire sans charge d’espace ni courant. Par conséquent
il s’agit bien de champs extérieurs (cf [63]). Comme les équations de Maxwell
sont linéaires on peut décomposer les champs transverses en leur partie auto-
consitante et extérieure (appliquée),

E.=E;+E;, B, =B:+B;,
dérivant d’un potentiel, c’est-a-dire de la forme

E = V,0°, BS=—V,x°

Ef- - qu)s: Bf- - I‘Ot XS = (aX ,_aX ) ) (46)
dy ox

4.1.Le modéle paraxial
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ot les potentiels extérieurs ®¢ = ®¢(r, z) et x° = x°(r, z) satisfont

dE
—AP¢ = ——= 4.7
- (4.7)

dB
“AyS = -2 4.
X 7 (4.8)

et les potentiels auto-consistants ®° = ®°(r, z) et x* = x°(r, ) vérifient

-AP = =n (4.9)

—AX° = poqnu,. (4.10)

4.2 L’équation de Vlasov axisymétrique

Ici on suppose que les grandeurs physiques (f,E¢, ...) sont invariantes par
rotation. On note (r,6,z), r = |r| = /22 + y?, les coordonnées cylindriques et
par (v,,vg) les composantes radiales et orthoradiales (azimuthales) de la vitesse
transverse v,. Alors on a la transformation

Up cos 6 sin 6 Vg
vy )\ —sinf cosf v, )

L’invariance par rotation implique que toutes les grandeurs physiques sont indé-
pendantes de 6. Pour tout potentiel de la forme & = ®(r, 2) on a

Ad = 12 (ra—q)) .

De plus on suppose que la vitesse moyenne u, de propagation du faisceau est
constante. D’aprés (4.1) on a E, = 0 et a partir de (4.7) on obtient

— AP = 0. (4.11)

On choisit comme solution de (4.11) un potentiel ¢ qui conduit & un champ
extérieur E¢ linéaire dans le plan tranverse, car on souhaite focaliser le faisceau
par des champs linéaires en r. La seule solution est alors ®¢ = 0. Notons que
dans le cas paraxial non axisymétrique, les solutions de (4.11) sont des solutions
harmoniques en r. La fonction harmonique ®¢ = Ey/§(2)(y? — x2), 6(z) > 0
correspond & la propagation d’un faisceau dans une chaine de quadrupoles élec-
triques (FODO), ou le faisceau est successivement focalisé dans la direction x
et défocalisé dans la direction y, puis focalisé dans la direction y et défocalisé
dans la direction x. Notons que les variations le long de ’axe de propagation z
étant trés faibles (hypothéses du modéle paraxial) les contributions des forces
auto-consistantes longitudinales sont négligeables. Comme dans ’approximation
du modéle paraxial les effets du champ magnétique auto-consistant longitudi-
nal sont négligés le champ B, extérieur servira & focaliser le faisceau. Puisque

4.2.1.’6quation de Vlasov axisymétrique
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on considére une chaine de focalisation uniforme alors B, est constant. D’aprés
(4.8) 11 en résulte que
—Ax“=0 (4.12)
Comme dans le cas des forces électriques extérieures transverses, on souhaite que
les forces magnétiques extérieures transverses soient linéaires en r, d’oul le choix
de la solution x¢ = 0 pour 'équation (4.12). On en déduit que Ef = BE = 0 et
que les forces extérieures sont données par
k= quy B;
F;= — qu.B;
Notons au passage que dans le cas paraxial non axisymétrique, la fonction har-
monique x° = —By/6(z)yx, d(z) > 0 solution de (4.12) correspond & un faisceau
qui se propage dans une chaine de quadrupoles magnétiques. Puisque peoc? = 1,
d’aprés (4.9) et (4.10) on a
Uy
Xs = ECDS’
et les forces auto-consistantes sont alors données par
0P* u?\ 0P°
F: = q| - —u,B) | =—q|1—- -2
ox Y ) Ox
0P* u?\ 0°
F = — +u,B;) | = — -2
P () -85
Finalement, si on passe en coordonnées cylindriques (7,6, z), en tenant compte
de 0y f = 0, le modéle de Vlasov paraxial s’écrit
0 0 u? B¢ v3\ 0 B¢ vvp\ O
uz—f-l—vr—f-l—(i (1——Z>Ef(t,7“)+q Zvp + 2 S _(4 2y 4+ - —f=0.
2z r \m m m

0 0 c? r J ov, r ] Ovg

avec z = u,t (on rappelle qu’on a supposé u, constante) et Ef = F o

9% 10 [ 99°\ p
ES = - [N = ta = ta s Ury d Td -
or  ror (r or ) €0 plt:r) =4 R2 F (&, 7, vr, vg)durdu

On suppose que le faisceau est non relativiste c’est-a-dire que u?/c?> << 1. L’équa-
tion de Vlasov axisymétrique s’écrit alors

e 2 e
%—{ + v,«g—f + (%Es(t, )+ %Ua + %”) gi - (qﬁzvr + U’":”) 3—1‘2 = 0.

(4.13)
Afin de réduire la dimension du probléme il suffit de chercher un invariant du
systéme et écrire I’équation de Vlasov avec ce nouvel invariant. En effet si 1, I,
I;, ... sont des invariants du systéme alors n’importe qu’elle distribution arbitraire

f(I1, Iy, ..., Ij, ...) est une solution stationnaire du systéme de Vlasov. En effet si

4.2.1.’équation de Vlasov axisymétrique
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on récrit I’équation de Vlasov en utilisant les invariants d’aprés le théoréme de
Liouville (£ = 0) on obtient

dt
o _ 0f 01 di

dt ot ; ol; dt
_of (4.14)
ot
=0
car dI;/dt =0, i = 1,2, ... . Dans le cas non stationnaire, d’aprés (4.14) on voit

que si on arrive a trouver des invariants du mouvement on pourra réduire le
nombre de terme dans la somme (4.14) et le systéme s’écrira alors

df of of dg; of dI;
dat Ot +;8q,- at T ; oI, dt

_of of dg;
= o +zi: dq; dt
— 0

ou les I; sont des invariants du mouvement non stationnaire et les ¢; sont les
variables de I’espace des phases réduit satisfaisant les équations du mouvement
dg;/dt = F; (ou les F; qui dépendent des ¢; sont données par la physique du
probléme considéré).

Dans le cas d’un faisceau confiné par un champ magnétique longitudinal, une
particule décrit un mouvement de giration hélicoidal autour des lignes de champ.
Si on se place dans le repére de Larmor qui tourne autour des lignes de champ
a la fréquence de Larmor w;, = ¢B,/(2m), alors on a conservation du moment
cinétique qui dans le repére cylindrique s’écrit

€

B
I =rvg+ 9% ,2,
2m

On effectue le changement de variables (r,v,,vg) — (r,v,,I) et finalement on

obtient
of  af (g« I (gB%\* \ of
— — —F — = z = 1 ) 4.1
at-i—vrar—i-(m 5(15,7“)4-7“3 o r o, 0 VIeR (4.15)

Ici on considére que le faisceau est focalisé par un champ magnétique longitudinal
constant uniforme. Cependant on peut aussi considérer une focalisation par un
champ électrique radial linéaire en r dans un canal de focalisation uniforme. En
effet si on considére

E,(t,7) = —wir

on obtient
af of I? af _
E + ’U',-E + <E5(t, 'f') + 7‘_3 + Ea(t, T')) a’UT =0 VI eR. (416)

4.2.1.’6quation de Vlasov axisymétrique
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En faisant le changement de variables (r,v,,I) — (r,v,,vp), ol maintenant
I'invariant est donné par I = rvy, aprés adimensionnement on obtient I’équation

of of vg\ Of vy Of
_+UT_+<ES(t,T)+Ea(t,T)+7 0. 1 du

. 4.1
ot or 0 (4.17)

Notons que la physique issue de la focalisation avec champ électrique radial
linéaire dans une chaine de focalisation uniforme n’est pas équivalente a celle
obtenue par focalisation avec un champ magnétique longitudinal constant. En
effet la différence tient au fait que dans le cas de la focalisation par champ
magnétique il existe un courant orthoradial jy généré par la force orthoradiale v, x
B¢ alors que dans le cas de la focalisation par champ électrique, comme on néglige
tous les phénoménes magnétiques auto-consistants (le modéle de Vlasov-Poisson
axisymétrique ne prenant en compte que ’évolution du champ électrique) il n’y a
pas de courant orthoradial. Si les trajectoires des particules sont différentes dans
les deux types de focalisation, la densité radiale, le courant et le champ électrique
radial sont identiques. En fait la focalisation par champ électrique est équivalente
a la focalisation par champ magnétique dans le repére de Larmor. En effet & partir
de ’équation de Vlasov paraxiale (4.2), aprés un premier changement de variable
dans le repére de Larmor

zrp =2cosO(z) —ysinO(2), py, = (v, —wry) cosO(z) — (vy + wrx) sin O(2)
yr = xsinO(z) + ycos O(2), py, = (v, — wry)sin O(z) + (vy + wrx) cos O(2)

1 z
avec O(z) = — / wrd(, et un second changement de variable cylindrique dans
Uz Jo

V4
le repére de Larmor
=22 +yi, v = Dy, €080 + py, sinb, vy = —p,, sinh + p,, cosb,

on obtient (4.17) avec E,(t,7) = —w?r.

4.3 Solutions stationnaires

Ici on considére le cas de focalisation le plus simple, & savoir une chaine
uniforme dans laquelle les forces extérieures sont linéaires, axisymétriques, et
indépendantes de la distance longitudinale z. Dans une telle chaine, les champs
auto-consistants ont la propriété d’étre axisymétriques et indépendants de z, le
long de I’axe. Une solution stationnaire dans une chaine uniforme est caractérisée
par le fait que pour toutes les forces agissant sur les particules on a 9/9; = 0 (ou
0/0, = 0). Dans le cas de 'approximation paraxiale non relativiste il est facile
de voir que les équations du mouvement peuvent étre dérivées des équations de
Hamilton a partir du Hamiltonien transverse H, défini par

1 1
Ho(r,r') = 577+ wir + -26,(1), (4.18)

4.3.Solutions stationnaires
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ol 'y = vy /u, et vy = \JvZ+ vy = \/v2+v2. Le terme 7'7/2 est Pénergie ci-
nétique transverse, wir?/2 le potentiel appliqué de focalisation et gg,(r)/m le
potentiel électrique auto-consistant. Physiquement le Hamiltonien (4.18) corres-
pond & la propagation d’'un faisceau avec focalisation uniforme en z et linéaire
en r par un champ électrique radial dans le repére cylindrique du laboratoire
ou & la propagation d’un faisceau avec focalisation par un champ magnétique
longitudinal uniforme en z dans le repére de Larmor avec wy = wy,. Si la force de
focalisation est linéaire dans le cas du champ électrique il n’est pas évident de se
rendre compte que pour la focalisation par champ magnétique la force de focali-
sation est linéaire dans le repére de Larmor. En effet dans le repére cartésien du
laboratoire les équations du mouvement sont

T = Uy, Y = vy
) q . q (4.19)
Up = aBzvy, Uy = —EBzvy.
En faisant le changement de variable
Dy = Vg —WLY, Py =7y +wrx
le systéme (4.19) devient
T = pg+wry, Yy = Py —wre
_ ’ , , ! , (4.20)
P = WLPy — W, Dy = —WLPz —Wry.

Finalement en introduisant le changement de variables dans le repére de Larmor,
qui n’est autre qu’une rotation d’angle # définie par la matrice de rotation

Ty cosf) —sinf z t
= , oufd=10(t) = / wrdr,
v sinf cosf Y 0

on obtient _ _

rL, = me Yo = pyL

Pep = —M%JUL Py, = _w%yL-
qui montre bien que les forces extérieures sont linéaires dans le repére de Larmor.
Puisque H, est un invariant du systéme qui traduit la conservation de 1’énergie
totale transverse alors toute fonction f(H ) dans I’espace transverse (r, 6,1, 1)
est une solution stationnaire de (4.17) ou de (4.13) écrite dans le repére de
Larmor. D’abord calculons la densité n(r),

a(r) pr2n a(r)
n(r) = / / UL (r, ")) dipdr, = / F(HL(r, ) ))d () (4.21)

ot a'(r) est la valeur maximum de 7/, des particules a la distance radiale r. Si
on pose £(r) le potentiel électrique total

4.3.Solutions stationnaires
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le Hamiltonien se récrit

Lo e, (4.22)

HJ—(Ti TIJ_) = 2

Une particule atteignant le bord extérieur du faisceau défini par ry,, = a, arrive
avec une vitesse nulle et une énergie transverse la plus élevée (H ) donnée par
Hy = &(a) (A1), et 7/ (a) = 0 (A2). Pour tout rayon r < a a l'intérieur du
faisceau cette particule a la vitesse maximum a'(r) et son Hamiltonien est Hy =
a?(r)/2 + E(r) = E(a) (A3). On en déduit que a’?(r) = 2(E(a) — E(r)) (A4), et
la densité (4.21) est alors donnée par

E(a)—&(r) ) rf £(a)
n@0==%jA fUidanDd<7;>::2w o f(H)AH,.  (4.23)

Le potentiel auto-consistant ¢, est donc solution de

1d [ dos(r) orq @
- =—— H,\)dH,. 4.24
rdr (T dr ) g0 Jegr f(HL)dH, ( )

La frontiére de la distribution de particules dans ’espace a quatre dimensions
au-dela de laquelle la densité est nulle est définie par la valeur maximum du
Hamiltonien, c¢’est-a-dire H (r,7'|) = Hy = &(a). Si o/ = d/(0) définit la valeur
maximum de o'(r) au rayon r = 0, a partir de (4.22) et de (A1) — (A4) I’équation
de la frontiére s’écrit

rt  E(r) - £(0)

2 T Ea)—£(0)
Dans la suite on présente deux fonctions de distributions stationnaires auto-

consistantes connues dans la littérature, la distribution K-V et la distribution de
Maxwell-Boltzmann.

=1. (4.25)

4.3.1 La distribution K-V (Kapchinsky-Vladimirsky)

Dans un systéme de focalisaton uniforme, la distribution K-V peut étre re-
présentée par une distribution de Dirac du Hamiltonien c’est-a-dire

f(HL) = fod(HL — Hy), (4.26)

ou fo est une constante de normalisation. Cette distribution a pour propriété que
toutes les particules du faisceau ont la méme énergie transverse définie par H,.
La distribution des particules est une distribution surfacique et les particules sont
réparties uniformément sur une surface d’un hyper-ellipsoide & quatre dimensions
de 'espace des phases. La densité de particules est obtenue en substituant (4.26)
a f dans (4.23) c’est-a-dire

&(a)
n(r):27r/ S(H, — Hy)dH, =27 fo = nyg
E(r)

4.3.Solutions stationnaires
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pour H; < Hy = £(a). La densité est uniforme et on a fy = ng/2m. A partir
de (4.24) et de la condition aux limites ¢s(a) = 0 on obtient un potentiel auto-
consistant quadratique et un champ auto-consistant linéaire donnés par

qno 2 2 s qno
s(r)=-—(a"—r*), Ei(r)=—r.
6.(r) = 2= 1), Br) = 52
En utilisant ’expression
£ = 1w2r2 + &(aQ —r?), W= ¢no
2 0 4 » P Eom

et la relation (4.25) la surface décrite par une particule dans 1’espace des phases
est dans le repére de Larmor I’ellipse

27

a—; +5=1 (4.27)
Le résultat obtenu dans le cas d’un systéme avec focalisation uniforme, se généra-
lise dans le cas ou les forces de focalisation varient avec la distance z (focalisation
périodique, focalisation par quadrupole électrique ou magnétique) et restent li-
néaires en r. La distribution K-V reste une solution stationnaire de 1’équation
de Vlasov et les particules décrivent encore des trajectoires elliptiques dans I’es-
pace des phases définies par 1’équation (4.27), ou maintenant le rayon a = a(z),
dépend de z et est solution de

i+ ko(z)a————==0 (4.28)

ol Ko (2) est la force de focalisation linéaire en r variant en z (par exemple dans le
cas d’un champ magnétique solénoidal périodique on a ro(z) = (¢B,(z)/2m)?),
K, la pervéance et € = aad’ I’émittance du faisceau qui est un invariant du mou-
vement et qui du point du vue géométrique représente I’aire de 'ellipse (4.27)
maa’ & 7 prés. Les particules du faisceau sont donc réparties sur une ellipse qui
se déforme et tourne dans l’espace des phases (r, 7', ), de maniére auto-similaire,
en conservant son aire, au cours du transport (Pour plus de détails voir [175]).

4.3.2 La distribution de Maxwell-Boltzmann

Un autre exemple de fonction stationnaire est la distribution Gaussienne dé-
finie par

) = oo (=72, (4.29)

ou fy est un constante de normalisation, k;, la constante de Boltzmann, et T la
température transverse du faisceau. La valeur de H, ne peut pas du point de vue
physique étre arbitrairement grande puisque le faisceau & un rayon fini. Puisque
le Hamiltonien H, varie entre 0 et Hy = £(a), ’exponentielle doit étre tronquée

4.3.Solutions stationnaires
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a partir d’une valeur H, ,,.x = Hy, avec f(H) = 0 pour H; > H,. A partir de
(4.23) et (4.29) on obtient la densité

o=t o (S5) oo (577

qui subtituée dans I’équation de poisson (4.24) donne I’équation

Ld ( dos(r) gk T\ mwir?  qes(r) mH,
—— | =21 fo exp | — - —exp | — ,
rdr dr Eom kT ky T\ kT
(4.30)
qui doit étre résolue numeériquement pour obtenir le potentiel ¢, et la den-
sité n. Si on suppose que la fonction Gaussienne f(H,) n’est pas tronquée

(exp(—mH,y/ (kT )) — 0), alors elle devient identique a la distribution de Maxwell-
Boltzmann. La densité n(r) devient la distribution de Maxwell-Boltzmann

n(r) = n(0) exp (‘ZS’B )

ou ¢ inclut a la fois le potentiel appliqué ¢, et le potentiel auto-consistant ¢,

et n(0) = 27 fom/(kyTL). Si on ne sait pas intégrer analytiquement I’équation de
Poisson (4.30) ot le second membre est remplacé par n(r) = n(0) exp(—go(r)/(ksTL)),
on peut distinguer deux cas particulier important. Lorsque le faisceau est lami-
naire (T, — 0), et que le potentiel auto-consistant compense exactement le
potentiel appliqué

q2n0r2

= _ngs(T) = )

460

mwar?
2

la densité est dans ce cas uniforme & l'intérieur du faisceau, c’est-a-dire

n(r) =

ng 0<r<a
0 r>a.

Dans le second cas lorsque T, — 0o et que la charge d’espace est négligeable, on
obtient un profil de densité Gaussien

mwar?
n(r) = n(0) exp (— kaOTL ) :

Le premier cas correspond & des faisceaux de haute intensité et de faible énergie
transverse ou la charge d’espace domine alors que le second cas correspond a
des faisceaux de haute énergie de grande émittance. Dans le cas général il faut
résoudre I’équation de Poisson numériquement et les particules du faisceau sont
réparties sur une infinité d’ellipses emboitées les unes dans les autres qui se
déforment et tournent dans le plan des phases (r,7’,), de maniére auto-similaire
en conservant leur aire, au cours du transport.

4.3.Solutions stationnaires
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4.4 Discrétisation de I’équation de Vlasov axisy-
métrique.

Pour une valeur fixe de I, d’aprés ’équation de Vlasov (4.16) les courbes
caractéristiques sont définies par le systéme d’équations diférentielles ordinaires

dr

di = (4.31)
dv, I? :
e F(t,r) = Es(t,r) + ol war.

Afin de résoudre ’équation de Vlasov axisymétrique on applique le schéma de
splitting suivant. Supposons que ’on connait la fonction f(t",r,v,,I) lalgo-
rithme semi-discrétisé en temps devient

1. Pour tout I € R on effectue une premiére demie advection dans 1’espace
physique 7 :

f*(r,v, 1) = f{t",r—uv.At/2,v,, 1),
O f*(ryv, I) = 0 (f(", 7 — v, AL/2, 0, 1)),
= O f(t",r —v.At/2,v,, I),
Ov, f*(r,0n, 1) = Oy, (f(1",7 — v AL/2,0,, 1)),
= —%&f(t”,r—vrAt/Q,vr,I)+8vrf(t",T—vTAt/2,vT,I).

2. On calcule le champ électrique E*(r) en substituant f* dans I’équation de
Poisson ; c¢’est-a-dire on résout le systéme suivant :

(B() = 060
@) = o (50 =
p*(r) = %/f*(r, v, I)dvpdI,
\
3. Pour tout I € R on effectue une advection entiére dans I’espace des vitesses
Uy
(v, I) = f*(ryvu, — F*(r,1)At, I),

Onf*(r,on, ) = 0 (f*(r,vr — F*(r, 1)At, 1)),

= O f*(r,u, — F*(r,)At, I) — AtO, F*(r,I)0,, f*(r,v, — F*(r, I)At, I),
Oy, [ (00, 1) = Oy, (f*(r,vp — F*(r, I)At, I)),

= Oy, f*(r,v, — F*(r,I)At,I)
ou

12
F*(r,I) = E*(r) + ol war

4.4.Discrétisation de I’équation de Vlasov axisymétrique.
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4. On effectue une seconde demie advection dans I’espace physique r :

f@ o, I = f*r—vAt/2,v,, 1),

O fttr v, I) = 0. (f*(r—v.At/2,v,,1)),
= O, f™(r — v, At/2,v,, 1),

O f(t" L r v, I) = 0y, (f*(r — v, At/2,v,, 1)),

= =40, f*(r — v, At/2,v,, 1) + 0y, f**(r — v,AL/2,0,, 1)

L’espace des phases & discrétiser est (r,v,, I). Pour le sous espace (r,v,) on uti-
lise un maillage non structuré dont la frontiére est une demie ellipse. Pour la
dicrétisation de f dans ’espace (r,v,) on peut utiliser les schémas NC1, HCTC,
HCTR ou GD. Pour la discrétisation de I on utilise une grille. Comme il est
précisé dans [86] on doit choisir une discrétisation appropriée dans la direction
1. En effet quand le champ électrique total est linéaire comme dans le cas de la
distribution K-V, les courbes caractéristiques peuvent se récrire comme

2 2
w4 o I _
?T —+ v, + 7”_2 =cC (432)

ol c est une constante et

2 2

Alors, on doit controler le rapport I/r, et la discrétisation dans la direction I
doit vérifier
I =+4wr?

Soit Ny le nombre de points de discrétisation pour la variable I, alors le maillage
en I est choisi de telle sorte que

20\ 2 N; N,
= (_a) nwoiZ, 7 € [——I —I]

Pendant la demie advection dans ’espace physique on a besoin d’une condition
aux limites artificielle pour » = 0. En effet pour » = 0 et v, > 0 le flux de
particules est rentrant alors que pour v, < 0 le flux de paticules est sortant,
et les particules quittent le domaine de calcul. Alors pour modéliser le passage
des particules a travers ’axe r = 0, on impose une réflexion spéculaire comme
condition aux limites sur I'axe r = 0

f0,v,,I) = f(0,—v,, I), Vv, > 0.

Pendant ’advection dans l'espace des vitesses on a besoin de calculer 0, F'(t,r).
Gréace a I’équation de Poisson on obtient

OF E(t,r)_3([)2_ )

E(t’ r)=p(t,r)— r2 Wo-

4.4.Discrétisation de I’équation de Vlasov axisymétrique.
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4.5 La focalisation

La distribution K-V (modéle du faisceau idéal) n’est pas le meilleur modéle
pour représenter un faisceau de laboratoire mais il a été étudié par plusieurs
auteurs et est le point de départ pour la focalisation ([175]). En effet pour analyser
et comparer le comportement des distributions stationnaires et non stationnaires,
Lapostolle et Sacherer en 1971 ont introduit les quantités RMS et le concept de
faisceaux équivalent. Selon ce concept deux faisceaux composés du méme type de
particules ayant la méme densité, le méme courant et la méme énergie cinétique
sont équivalents si les seconds moments de la fonction de distribution sont égaux.
Si on considére une fonction de distribution stationnaire ou non stationnaire
f(z,y,2',y") & quatre dimensions dans ’espace transverse ou =’ = v, /u, et y' =
vy /U, le second moment en x est défini par

7 = / 2 f (o, y, o,y )dadydz'dy,
Rzl

et le rayon RMS dans la direction x est donné par

— 2
Trms — xT“.

~ N , . ! !
De la méme maniére on peut définir y,,s, 2, €t y.,,.,. Par exemple pour une

distribution K-V dont la frontiére est une ellipse dans le plan z—zx', si on considére
la position ou les axes de 'ellipse sont paralléles aux axes du repére et ol T4 =
a, .. = o désignent respectivement la position maximum en z et la vitesse
maximum alors on peut montrer que

22 =a?/4, 2°=d"/A

Alors on introduit ’émittance RMS €, qui est une quantité fondamentale dans

la physique des faisceaux
€ = \/(PP—HQ)

Afin de calculer I’ emlttance € A partlr des coordonnées cylindriques en observant

—2
que 22 = 7712, 72 = 1’2 Tetxx” = 7rrvr , oll v,/ = v, /u, un calcul simple donne

_2,2 2

€ = T\ 1 " — 1o’
ou
/ f(r,ol, I'drdv.dl’ / r2f(r,vl, I'drdv.dl’
r2 = 2 JR3
9 TJ_ - )
/ (ry vy, I')drdv.dI' f(r,vl, I')drdv.dI'
R3
et

/ rul. f(r, v, I')drdv.dI’
rol = &

s Ups

f(r,vl, I')drdv.dI'
R3

4.5.La focalisation
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ou I' =1/u,.

Bien que I’émittance est constante pour un faisceau K-V, pour des formes de
faisceaux plus générales I’émittance n’est pas constante, croit et oscille & cause
des effets non linéaires, conséquences du couplage entre I’équation de Vlasov et
de Poisson. Pour simuler la propagation de faisceaux de laboratoire on utilise le
modeéle de faisceau semi-Gaussien, Gaussien et de Maxwell-Boltzmann. Le dernier
est un équilibre analytique et afin de focaliser les faisceaux semi-Gaussien et
Gaussien on utilise la distribution K-V et le concept de faisceaux équivalents. En
effet les paramétres initiaux sont calculés de telle sorte que leurs moments soient
égaux a ceux de la distribution K-V. Si on trace les courbes caractéristiques
définies par (4.32) on obtient une infinité de demi ellipses emboitées les unes
dans les autres qui se referment lorsqu’on s’approche de I'axe r = 0, chacune des
demies ellipses correspondant a une valeur de I. L’ellipse frontiére (extérieure)
correspond & I = 0. Si les particules correspondant & I = 0 sont focalisées alors,
elles le seront pour tout I. Les paramétres de focalisation se calculent en prenant
I =0 dans (4.31) et en prenant une densité de charge uniforme ny qui conduit
aprés résolution de I’équation de Poisson & un champ électrique E(t,7) linéaire
en r. Les équations (4.31) conduisent & I’équation différentielle

P —w’r =0 (4.33)

ol w? = wi —ny/2. Les trajectoires de 'équation (4.33) sont stables si w? > 0 ou

autrement dit si
)

2(1-n?)
est un réel pur, ou n = w/wp est la dépression du nombre d’onde. L’égalité du
moment en x implique

Wy =

f —_ KV __
xrms - ‘rrms - CL/2
K-V

ou a est le rayon du faisceau K-V équivalent, z;;% le z,,, du faisceau K-V, et
xf  le T, du faisceau a focaliser. Dans le cas d’un faisceau K-V dans une chaine
de focalisation uniforme le faisceau est adapté c’est a dire ¢ = 0. En reportant
d = 0 dans (4.28) on obtient
K €

En remarquant que w? = 2Ku?/a”®, wy = kou, et en posant w® = wj — wy/2
I’équation (4.34) donne la relation eu, = wa?®. La derniére équation et I'équation
¢ = aad’ impliquent que @' = wa/u,. D’autre part Les faisceaux que 'on étudiera
auront toujours un profil Gaussien en vitesse, c’est & dire de la forme

3 th .
27rvth

ol vy, est la vitesse thermique transverse du faisceau a focaliser. Le calcul du

!

... d’'un faisceau Gaussien est égal a vy, /u,. Finalement le concept de faisceaux

équivalents et par suite 1’égalité du moment en v, implique que

!
N
uz Tms Tms 2 2uz

4.5.La focalisation
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et par conséquent vy, = 77600%-

4.6 Résultats numériques.

4.6.1 Faisceau semi-Gaussien

La donnée initiale, dans le repére Cartésien est

. o _L 2 2
ol vt ) = (g ra?) P ( T “y)> |

siz?+y? < a? et fo(z,y,vs,vy) = 0si 2?2 +y? > a®. La densité ng et la pulsation
wp sont calculées grace aux quantités RMS afin que le faisceau semi-Gaussien soit
équivalent au faisceau K-V adapté. En fait, on fixe le rayon a = 1, et la vitesse
thermique vy, = 1 et la dépression du nombre d’onde n = w/wy = 1/4. Alors on
déduit que wqy et ng sont données par les formules

1 N

Uth = ZaNWo, Wy =

5 A=) (4.35)

On observe la formation d’une onde de charge d’espace qui démarre au bord du
faisceau et qui se propage a l'intérieur du faisceau et qui est réfléchie prés de ’axe
r =0 (voir la figure 4.1). Au début le champ électrique est linéaire a l'intérieur
du faisceau. Les variations du champ électrique total sont petites mais suffisantes
pour perturber fortement la densité (voir les figures 4.1 et 4.2).

4.6.2 Le faisceau de Maxwell-Boltzmann

La donnée initiale est la distribution de Maxwell-Boltzmann (qui est une
solution stationnaire analytique pour le systéme Vlasov-Poisson )

fo(r,vr,vg) = % exp (— (%(vf +vg) + ¢s(t, ) + ¢alt, r))) ,

avec @q(t,7) = 12/4, Eu(t,7) = —0,E4(t,7), 0 < a < 1 et ou le potentiel ¢,
satisfait ’équation de Poisson

10 ( Oobs
—— =T

5 (r5) = aexpl-o. -2y

résolue numériquement par un schéma aux différences finies. On prend a = 1,
vy, = 1, n = 1/2. Comme la distribution de Maxwell-Boltzmann est une distri-
bution stationnaire du systéme de Vlasov-Poisson il n’y a pas de variations en
temps de la fonction de distribution. La figure 4.3 montre I’évolution de log(p).
Théoriquement toutes les courbes doivent se confondre avec la solution exacte.
Ceci est le cas avec une précision 3.1072. Cependant pour de faibles densités
on observe que la solution numérique différe de la solution exacte a cause de
I’accumulation des erreurs de diffusion.

4.6.Résultats numériques.
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F1G. 4.1 — Evolution de la densité de charge p(t,7) (a), de la densité de courant
Jr (b), et du champ électrique total Fiye = Fs(t,7) — war (c), avec 'opéra-
teur d’interpolation NC1 aux temps ¢ = Owo_l, 0.571w0_1, 0.714w0_1, 1w0_1, 1.29w0_1,
Npesh = 2509056 dans le cas du faisceau semi-Gaussien

4.6.Résultats numériques.
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(d) t = 0.429w, " (e) t = 0.571wy* (f) t = 0.714wy !

(g) t = 0.857wy ! (h) t = 1lwy* (i) t = 1.29w5"

F1G. 4.2 — Evolution de la fonction de distribution f dans I’espace des phases
(r,v,) avec 'opérateur d’interpolation NC1 et Npesn = 2509056, dans le cas du
faisceau semi-Gaussien. v, est en abscisse et r en ordonnée.

4.6.Résultats numériques.
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o logle) _ Exactsolution
-~ Solution after 1¢)
- . Solution after Zwo

e Solution after 663y

F1G. 4.3 — Evolution du logarithme de la densité de charge p avec l'opérateur
d’interpolation NC1 et N5, = 2509056, dans le cas du faisceau de Maxwell-
Boltzmann.

4.6.3 Faisceau Gaussien

La distribution initiale, dans le repére cartésien, est donnée par

_ L) _L 2 2 _L 2 2
fo(@,y,ve,vy) = rny(ma?) P ( 202 (vz + vy)) exp ( 5 (@ +Y)

La densité ng, le rayon R et la pulsation wy sont calculés grace aux quantités RMS
de telle sorte que le faisceau Gaussien soit équivalent au faisceau K-V adapté.
En fait on fixe le rayon du faisceau a = 1, la vitesse thermique vy, = 1 et la
dépression du nombre d’onde n = w/wy = 1/4. Comme dans le cas du faisceau
semi-Gaussien on calcule wy et ng grace aux équations (4.35). Pour déterminer R
on utilise I’égalité des Z,,s, ce qui donne R = a/2. Comme dans le cas du faisceau
semi-Gaussien on observe la formation d’une onde de charge d’espace qui démarre
au bord du faisceau, se propage a l'intérieur du faisceau et est réfléchie prés de
Paxe r = 0 (voir les figures 4.4 et 4.5). En outre les figures 4.4 et 4.5 montrent
I’apparence d’un halo autour du coeur du faisceau qui correspond au processus
de filamentation de f dans l’espace des phases (r,v,). Le halo apparait au temps
r = 2.6 et la densité du halo varie entre 3% et 5% de la densité du coeur du
faisceau.

4.7 Conclusions

Dans ce chapitre on a présenté une méthode numeérique pour résoudre 1’équa-
tion de Vlasov en coordonnées cylindriques. Elle nous a permis de mettre en
évidence ’apparition de phénoménes physiques fins comme le halo. Afin de consi-
dérer des focalisations physiquement plus réalistes comme la focalisation pério-
dique ou FODO (par quadrupdles magnétiques ou électriques) il faut considérer
’espace des phases complet a quatre dimensions (z,y, vg, vy) car la fonction de
distribution n’est plus axisymétrique. Le chapitre suivant présente une extension
de la méthode au modéle paraxial non axisymétrique.

4.7.Conclusions
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s 05750,

RN 0850,

(b) log(p)

F1G. 4.4 — Evolution de la fonction de distribution f dans I’espace des phases
(r,v.) (a), et du logarithme de la densité de charge p (b), avec 'opérateur d’inter-
polation NC1 aux temps ¢ = Owg ', 0.25w; ', 0.575w; ', 0.85wy ', Nypesn, = 2509056,
dans le cas du faisceau Gaussien. v, est en abscisse et r in ordonnée.

4.7.Conclusions
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(b) log(p)

F1G. 4.5 — Evolution de la fonction de distribution f dans I’espace des phases
(r,vr) (a), et du logarithme de la densité de charge p (b) avec I'opérateur d’inter-
polation NC1 aux temps ¢ = 1.15w; ", 1.9w; ', 2.05w5 ", 2.7wy !, Nopesn = 2509056,
dans le cas du faisceau Gaussien. v, est en abscisse r en ordonnée.

4.7.Conclusions
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5.Méthodes numériques pour I’équation de Vlasov 2D

5.1 Le modéle

Ici on considére le modéle paraxial non axisymétrique décrit dans le chapitre
4. Avec les notations du chapitre 3

0 0 o 0
r= (xay)’ Ve = (Uwavy)a EI‘ = (E:CaEy)avl‘ = (a_wa a_y> ’ er = (a—vma a—vy> )

le modéle s’écrit

0
8_{ + vy Vof + (Erg + Ep) - Vi, f =0, (5.1)
f(t,x,y,vs,vy), est la fonction de distribution des particules,

E,.(t,z,y) est un champ de focalisation transverse linéaire

ol f f(t,r Vy)
Ep,(t,r) =
Era(tax:y) - _wgra

et By, = Eypi(t,r) = Ep (¢, z,y) est le champ électrique autoconsistant solution
de I’équation de Poisson

E (t,z,v) = —V.o(t,z,y)
p(t,x,y) = ft,r,ve)dv,
R?

avec

0? 0?
A—82+a—y2, /RQdVrE/Rdewdvy.

On rappelle que ce modéle peut étre utilisé pour la propagation de faisceaux de
particules chargées dans une chaine de focalisation uniforme avec un champ élec-
trique radial ou avec un champ magnétique longitudinal a condition d’exprimer
le systéme dans le repére de Larmor.

5.2 Reésolution de I’équation de Vlasov

Dans cette section on présente I’extension de la méthode décrite dans le cha-
pitre 2 au cas paraxial non axisymétrique.

5.2.1 Semi-discrétisation en temps

L’approximation en temps est basée sur un splitting de Strang. L’opérateur

de transport
3f of of of
F,— + F,
Yoz oy T o, T Van,

est approché par

S(At) = S;4(At/2) 0 Sy, 0, (AL) 0 Spyy (AL/2)

5.1.Le modéle
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ou
SI,y(At)f('fE’ Y, Vg, Uy) = f(iE - UwAt/Qa Yy — ,UyAt/Qa Uy, Uy)a
et

va,vy(At)f(xayanavy) = f(xa yavw - Fw(‘ra y)Ata Uy - Fy(xay)At)

Si on suppose que I'on connait la fonction de distribution f(t",z,y,vg, v,) au
temps t", alors 'algorithme semi-discrétisé en temps permettant d’obtenir la
fonction de distribution au temps " est

1. Premiére demie advection dans I’espace physique :

[z, y, v, vy) = f(t",x — v, At)2,y — v, At/2, v, vy),
amf*($ayavzavy) = amf(tnax - UxAt/Qay - UyAt/Qa'UmaUy)a
Oy f*(z,y,vz,vy) = Opf (1", 0 — v AL/2,y — v,At/2, 05, vy),

a,,mf*(-T, Y, Uy, vy) = avmf(tna T — UzAt/Q, Yy — ?)yAt/Q, Vg, 'Uy)
— B9, f(t" x — v A2,y — v AL/2,v,,v,)

Oy, [* (2,1, vg,vy) = Oy, [(1", 0 — v AL/2,y — v, At/2, v, v)
%ayf(t”, T — v A2,y — vy AL/2,v,,vy)

2. Calcul du champ électrique EX(z,y) en substituant f* dans I’équation de
Poisson ; c’est-a-dire résoudre le systéme suivant :

E:(J?,y) = —Vr(b*(.’l?,y)

—Ar¢*($,y) = p*(xay)

p*(z,y) = (%, y, vz, vy)dvgduoy,
]R2

3. Calcul du gradient du champ électrique V,E*(z, y) en résolvant le systéme
de Poisson dérivé suivant :

V.E:(z,y) = =V, (V.0*(z,v))

_Ar (Vrd)*(xa y)) = Vrp*(xa y)

Vrp*(ﬂ’f, Z/) = Vrf*(x: Y, Vg, vy)dvmdvya
]Rz

5.2.Résolution de I'équation de Vlasov
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4. Advection entiére dans 'espace des vitesses :
@y, v00) = f(wy,0 - Fi(z,y)At v, — Fy(z,y)Ab),
Ouf™ (2, Y, vz, vy) = Ouf*(x,y, vz — Fy(w,y)At, vy — F¥(z,y)At)
— A0, F}(2,y)0y, f*(2,y,v; — Fj(z,y)At, v, — F(z,y)Ab),
— A0 F(z,y)0y, f* (2, Y, ve — Fy(2,y) AL, v, — Fr(x,y)Atl),
Oy [ (2, Y, Va,vy) = Oy f*(x,y,vs — Fy(w,y)At, vy, — Fr(z,y)At)
— At F}(2,Y)0u, [*(2,y, vz — Fy (2, y)At, vy, — Fr(z,y)At),
— Aty Fy(x,y) 0y, [* (2, Y, vz — Fy(x,y)At, vy — F(z,y)At),
O [ (2,9, Ve, vy) = Oy, [*(2,Y, vz — F (3, y) AL, vy — Fy(,y)Al)
O, [ (2, Y, Vg, vy) = Oy, [X(x,y, v, — Fy(x,y)AL, vy — Fy*(x, y)At)

ou
Fy(z,y) = Ex(x,y) + Eg, (z,y), Fy(z,y) = E;j(z,y) + Ey, (z,y).

5. Seconde demie advection dans I’espace physique :

S 2y, v, vy) = (@ — v AL/2,y — vy At)2,v,,0y),
6$cf(tn+1a T,Y, Vg Uy) = a:cf**(x - UwAt/Qa Yy— vyAt/Qa Vg, Uy)a
O f (" z,y,v5,0y) = Oy f™(x — v At)2,y — vy AL/2, vy, vy),

avmf(tn+17 T,Y, Vg, Uy) = Oy, [™(x — v, AL/2,y — UyAt/2, Vg Uy)
— %ch**(ac — v At/2,y — v, At/2,v,,vy)

O, f(E"T 2,y v5,0y) = Oy, [ (2 — v:A8/2, y — vy AL /2,04, vy)
%ayf**(x — v At/2,y — vy, At/2, vy, vy)

5.2.2 Discrétisation dans 1’espace des phases

L’espace physique est approché par une triangulation non structurée, tandis
que l'espace des vitesses est approché par un maillage en triangles rectangles.
* Advection dans I’espace physique

1. Pour reconstruire f;, dans ’espace physique on peut utiliser les sché-
mas HCT-C, HCT-R, NC1 ou GD.

2. La reconstruction de V, f}, se fait en dérivant celle choisie pour re-
construire fy, soit V, ,HCTC, V, HCTR, V,,NC1 ou V,,GD.

3. Pour reconstruire V,, ,, fn on utilise une interpolation de Lagrange
d’ordre un sur des triangles ou bien une interpolation de Lagrange
d’ordre deux modifiée sur des triangles qui préserve le maximum et
le minimum des données (voir [31]), car I'interpolation de Lagrange
d’ordre deux n’assure pas numériquement, la stabilité des gradients.

5.2.Résolution de I'équation de Vlasov
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* Advection dans ’espace des vitesses

1. la fonction de distribution fj est recontruite & partir des schémas
NC1, HCTR ou bien via l'interpolation de Lagrange symétrique de
degré quelconque sur des grilles.

2. La reconsruction de V,, , fn s’effectue en dérivant celle choisie pour
reconstruire fp, soit V,_, NC1, V,_, HCTR ou bien en interpolant
Vo, v, /n via une interpolation de Lagrange symétrique de degré quel-
conque.

3. On reconstruit V., f, en utilsant une interpolation de Lagrange de
degré quelconque.

Remarque 45 On obtient un algorithme positif et conservatif en appliquant 1’al-
gorithme développé au chapitre 3 a chaque advection. Lorsqu’on effectue du trans-
port dans l’espace physique on parallélise par rapport aux variables de vitesses et
réciproquement lorsqu’on effectue du transport dans l’espace des vitesses on paral-
lélise par rapport aux variables de l’espace physique. Techniquement, pour assurer
un transport performant on construit deux structures distinctes pour le transport
dans [’espace physique et le transport dans l’espace des vitesses. Il est donc né-
cessaire de collecter une partie des données locale & chaque processeur et de les
redistribuer aur autres processeurs pour passer d’une structure a [’autre. Il s’agit
donc de faire une transposition entre processeurs de tableaur multi-dimensionels
de structures composées contenant toutes les données associées a un point de dis-
crétisation (fu,, fr,, Ouf, Ou, f, ...) qui sont destinées & évoluer au cours du
temps.

5.3 Résolution de I’équation de Poisson

La résolution du probléme de Poisson intervient pour déterminer E mais aussi
la matrice gradient VE.

5.3.1 Equation de Poisson avec conditions aux limites pé-
riodiques

Le domaine de calcul est Q =|zo,zo + Li[X]yo, yo + Ly[ o0t L, et L, sont
respectivement les périodes spatiales dans la direction x et y. Le probléme de
Poisson consiste a trouver le champ électrique E tel que
(ot E = 0 sur Q
divE = psur ()

s plz,y) = 2f(x,y,vw,vy)dvzdvy,
R

E(z + L, y) = E(7,9)
\ E(z,y + Ly) = E(z,y)

5.3.Résolution de I'équation de Poisson
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ou en introduisant le potentiel électrique ¢ dont ’existence est assurée par la
relation rot E = 0 le probléme consiste a trouver ¢ et E tel que

(E = —V¢
_A¢($’y) = p(z,y)

Q plz,y) = [z, y, v, vy)dvgduy, (5.3)

Pour résoudre numériquement le systéme précédent (5.3) on utilise une tech-
nique d’éléments finis P1, HR, NC1, HCTR ou HCTC sur un tore a partir de la
formulation du systéme (5.3) qui consiste a trouver ¢ € H'(Q2) tel que

/ V. VepdS) = / pv, Vi € HH(Q)
Q Q

Remarque 46 Si on utilise des éments finis HR, NC1, HCTC ou HCTR, pour
avoir unicité de la solution il faut rajouter les conditions aux limites periodiques
sur —V¢ = E. La fonction ¢ appartient alors a H*(Q).

Comme 1'équation de Poisson est linéaire, pour calculer le gradient du champ
électrique on dérive I’équation de Poisson. Si on introduit le potentiel vectoriel
inconnu ® = V¢ le probléme s’écrit

( VE = -V®

—A® = Vp

 Voplz,y) = / Vauf (2,9, vz, vy)dvgduy, (5.4)
R2

®(z+ Ly, y) = ®(2,y)
(| ®(7,y + L) = ®(z,y)

La formulation variationnelle de (5.3) consiste a trouver ® € H'(Q) ® H'(Q) tel
que

/V@:V\IldQ:/Vp.\Il, V¥ € H(Q) ® HL(Q)
Q Q

que l'on résout par une méthode d’éléments finis P1 sur un tore.

5.3.Résolution de I'équation de Poisson
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5.3.2 Equation de Poisson avec conditions aux limites de
Dirichlet

5.3.2.1 Formulation variationnelle

Le probléme de Poisson avec condition de Dirichlet consiste & trouver le champ
électrique E tel que

((tot E = 0 sur
div E = psur

¢ (5.5)
plz,y) = f(z,y, v, vy)dvgduy,
R2

| E.7 =0 sur 002

ou T est tangente a la frontiére de Q. Le probléme (5.5) est équivalent au probléme

([ AE = Vpsur
div E = p sur 02
rot E = 0 sur 0f2
E.7 = 0 sur 092

p(z,y) = / (@, y, vz, vy)dvgduy,
Rz

\

Preuve. Montrons d’abord que (5.5) = (5.6). Comme
rot rot E = V(div E) — AE (5.7)
alors en utilisant les deux premiéres équations de (5.5) on obtient

0 = rot E
= rot rot E
= Vp—- AE

d’ot obtention de la premiére équation de (5.6). Sidiv E = p dans € () alors
div E = psur 0. De méme si rot E = 0 dans € () alors rot E = 0 sur
0. Montrons maintenant que (5.6) = (5.5). En utilisant la relation (5.7) la
premiére équation de (5.6) se récrit

rot rot E =V (div E — p). (5.8)

Soit F une fonction test appartenant & H(rot,div; ) = H(rot; Q) N H(div; ),
ou

H(rot; Q) = {u € L*(Q), rot u € L*(Q)}, H(div; Q) = {u € L*(Q), divu € L*(Q)}

5.3.Résolution de I'équation de Poisson
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avec L?(Q) = L2(Q) ® L3(9).
Si on multiplie (5.8) par F, une fonction test, alors en utilisant les formules de
Green

/u-rotgde—/rotugde:/ u- T dl, Yu€ H(rot;Q), p € H'(Q),
Q 0

0N

(5.9)
et
/u-Vgde—{—/divugon:/ u-v edl, YuecH(div;Q), p € H(Q),
Q Q a0
(5.10)

avec v la normale extérieure a la frontiere OS2, on obtient

/rotFrotEdQ —l—/dideivEdQ +/ F-rrot Edl =

/ F-v divE dl —/Vp-FdQ.
o0 Q

En utilisant de nouveau la formule d’intégration par parties (5.10), (5.11) devient

/rotFrotEdQ +/dideiVEdQ +/ F-rrot Edl =

/diVdeQ +/ F.v (divE — p) dT
Q o9

En utilisant les relations div E = p sur 0f) et rot E = 0 sur 0f) on obtient
finalement

/rotFrotEdQ +/dideivEdQ:/divadQ (5.13)
Q Q

Q

Si F = V4, avec v € H*(Q) alors (5.13) devient
/ Ay (divE — p) d2 =0 = div E = p dans L*(Q).
Q
Si F =rotyp, avec ¢ € H?(2) alors (5.12) devient

/ Ap rot Ed) =0 = rot E =0 dans L*(9).
Q

[ |
Pour résoudre numeériquement le probléme (5.6), on mettra en oeuvre une mé-
thode d’éléments finis HR, NC1, HCTR ou HCTC & partir de la formulation
variationnelle suivante qui consiste & trouver E € X ou

X ={ue H(Q)® H (), E.r = 0sur 09, 9,(E.7) =0 sur 9Q}
avec s abscisse curviligne tel que

/ rot F rot E dQ + / div F div E dQ = / div F p dQ, VF € H(rot,div; Q)
Q Q Q
(5.14)

5.3.Résolution de I'équation de Poisson
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Remarque 47 On remarque qu’en utilisant des éléments finis qui font interve-

nir la valeur de 'inconnue et de ses dérivées partielles alors on obtiendra a la
fois E et VE.

5.3.2.2 Conditions aux limites

L’utilisation d’éléments de type Hermite implique ’application des conditions
aux limites
E.7 =0 sur 09, 0;(E.7) = 0 sur 09Q.

La résolution du systéme linéaire issu de la formulation variationnelle (5.14) se

T(u) H ut

a,(ul u?)

Fia. 5.1 — Changement de variables

fait dans le repére cartesien et dans la base (e (!, 22), ea(z!, 2?)) ou (21, 2%) sont

les coordonnées Cartésiennes. Seulement les conditions aux limites sur le champ
électrique ne s’expriment pas d’une maniére simple dans la base (e; (z!, 2%), ea(z!, 2%)).
Par contre elles s’expriment bien dans le repére de Frénet (7,v). On consi-
dére le changement local de base (a;(u',u?),az(u',u?)) avec 7 = a;(u',0) et

v = ay(ut,0). Dans le repére de Frenet, pour un point appartenant a la frontiére,

les conditions aux limites s’expriment par

E"=0, 0.FE" =0.
Soit
Ny, = {ensemble des points appartenant & la frontiére}.
Alors pour tout ¢ € Ny, le vecteur inconnu A; qui a pour expression dans la base
(61(331, SE2), 62(‘T17 1_2))
A = (E¥ E¥ 0, E" 02 E® 0, EX 0,2 E%)T

—.

devient dans la base (1,v) = (ai(u',0),as(u',0)) le vecteur inconnu =; qui a
pour expression

Ei = (EzT7 EZI/7 aulEzTu 8u2EzTu aulEzl'/’ aUZEzU)T

5.3.Résolution de I'équation de Poisson
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Il faut donc chercher la matrice de transformation R; qui permet le passage de
=; & A;, c’est-a-dire de telle sorte que 1’on ait

Ai == RZEZ, Z € Nf,,«

Le changement global s’écrit alors

A = RE.
ou
.0 0 0 0
0 R 0 0 0
R={0 0 .0 0
0 0 0 Idg O
0 0 0 0

La matrice Idg est la matrice identité 6 X 6 et représente la transformation identité
pour les points se trouvant a I'interieur du domaine. Le systéme linéaire initial

(K <rotrot> + Mcdiv,divs)A = LaivF)

ot K rotrot>, Mcdivdivs et Lgiy représentent respectivement une approximation
des formes bilinéaires

s Yronrot = /Q rot(+) Tot(-) (-, arwaie = /Q div(-) div(-) dO,

et de la forme linéaire
Ediv(') :/pdiv(-) dQ,
Q

devient
RT(K<r0t,r0t> + j\4<div,div>)FiE - RTLdiva-

Maintenant il reste a déterminer R;. Pour cela on utilise le calcul tensoriel et
le fait que la différentielle absolue dE ne dépend d’aucune base. Tout d’abord
calculons les composantes covariantes a; et les composantes contravariantes a’
des vecteurs de base. Un point x peut s’exprimer par la paramétrisation suivante
r = M(u',u?) = y(u') + v?v(u?). Alors par définition on a

0 OM , . lsii=y
a; = T =0T o a'a; =0, = (5.15)
out  ou J 0siij

En utilisant les relations classiques dans le repére de Frénet

or ov

O ) =), o) = K )l), o () = K@ r(!) (510

dul

5.3.Résolution de I'équation de Poisson
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ou K (u') = 1/R.(u') est la courbure (et R. le rayon de courbure) et les relations
(5.15), on obtient

ar(ut,v?) = (1—u?K(ub))r(ul)

az(ut,u?) = v(ul) (5.17)
at(ut,v?) = (1 - K(ub)) tr(ut)

a2(ut,u?) = v(ul)

Maintenant cherchons a exprimer les matrices de passages A¥ et V) telles que
— Ak .
a; = Nep et e, =V, ay.

Par définition on a

oz oul ozk ou'
A= T = 2 e AR = 2 =
ou’ Oxk ou’ Ok !
ce qui nous donne
oz' oz' oz® ox®
P Rl T
ou' ou! ou? ou? (5.18)
—_— = _— = — = — =
axl 7—17 ax2 7_27 axl 1) ax2 2’
ol T = Ti€1] + Teeq et Vv = vie1 + qes.
D’une part on a
F = E%a,
d’ou I'expression de la différentielle absolue dE
dE = DyE%a, = D E* du’a, (5.19)
ol la dérivée covariante D, s E*" sécrit
o« OFE®
DuﬂEu = aU’B + E° grf

avec I'g, le symbole de Christoffel défini par

N _8%.
o ™ b

a”.

Remarquons que les symboles de Christoffel sont symétriques c’est-a-dire I'§ =
og- D’autre part on a
E = Emiei

d’ou 'expression de la différentielle absolue dF

dE = D,E%e; = D, E%dx'e; = 0,: E% dx'e;. (5.20)

5.3.Résolution de I'équation de Poisson
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En utilisant le changement de variables

) J _ B
aq = Nej = giej, duf = VPdz' = %dajz
u z*

et en égalisant (5.19) et (5.20) on obtient

; o Ouf 027
0y E® = DyE" — 5.21
g ox* ou® ( )
A partir des notations
El'(u',0) = E7, E?(u},0) = E”,0,E'(u!,0) = 0. E",
8qu1(u1, 0) = 8quT, 6U1E2(u1, 0) = 6u1E", 8qu2(u1, 0) = 8u2EV.
et des relations (5.21) et (5.18) on trouve pour R;
( Vyi Vg 0 0 0 0 \
Vg Vyi 0 0 0 0
o zii 2 2
O - §R— Vy,'i Vzai Vyai sziyyai ViE,i
<
1 )
Ri (yi, §Rc@) = _§R— Vwéiéyy,z —Ug,ilVy, V;,i —Vg, VgilVyi
c; c;
1 VgV
%— w?;t = _V;C:il/yai I/S%,’L V;,Z Vzaiyyai
c; C;
Vi,i 2 2
\ 0 - §R USE,’i _sziyyai _sziyyai Vy,i /
¢

5.3.3 Résolution des systémes linéaires

Les systémes linéaires issus des méthodes d’éléments finis (obtenus aprés as-
semblage des matrices élémentaires) sont généralement trés creux. Dans un soucis
d’économie de la capacité mémoire et de performance calcul on utilise un sto-
ckage creux pour représenter la structures des matrices (stockage “morse”). Pour
la résolution des systémes linéaires on a envisagé deux types de méthodes : des
méthodes directes comme la décomposition LU et des méthodes itératives comme
la méthode du gradient conjugué préconditionné (voir [135]). Afin de prendre
en compte les conditions aux limites on envisage deux méthodes. La premiére
consiste a restructurer la matrice de maniére a supprimer les équations corres-
pondant aux degrés de liberté imposés. Cette méthode a ’avantage de réduire le
nombre d’inconnues du systémes. Cependant comme la restructuration de A est
une opération cotiteuse il vaut mieux ne pas assembler les équations inutiles. La
seconde méthode consiste a pénaliser certains termes diagonaux de maniére a ce
qu’ils deviennent dominants. Soit z; une inconnue du systéme linéaire Ax = f,
A une matrice de dimension n X n, z et f deux vecteurs de dimension n. On
prend en compte la condition aux limites x; = =} en remplagant A;; par A;; + 7,

5.3.Résolution de I'équation de Poisson
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7 étant un nombre trés grand par rapport a tous les A;;, et le terme f; par yz7.
Alors I’équation 7 s’écrit

n
7j=1

n
et admet la solution approchée x; = x7 si yz} > Z A;jz;. En pratique, si la pré-
j=1
cision du calculateur est de « chiffres décimaux, en choisissant v = 10%. max{|A;;|}
I’erreur sur z; est du méme ordre que la précision de ’ordinateur. Cette méthode
est trés simple & mettre en oeuvre car il suffit de changer deux termes A;; et f;,
mais elle peut poser des problémes lorsque la matrice A est mal conditionnée et
lorsque certaines composantes de x sont grandes.

5.4 Résultats numériques

On présente ici deux cas test. Le premier est I’amortissement Landau dans
le régime linéaire. Le second est la propagation d’un faisceau de particules char-
gées dans I'approximation paraxiale avec focalisation uniforme ot le profil de la
fonction de distribution initiale est une gaussienne dans ’espace des phases.

5.4.1 Amortissement Landau linéaire

Ici on résoud le systéme

g—{—kv-vxf—i-Es-va:O,

Es(t7 z, Z/) = _V¢(t7 z, y)7 _A¢(t7 z, y) = / f(t7 z, y7 Vg, Uy)dedvy -1
R2

ol X = (2,y), v=(vgvy) et E; = (Ey,, Ey,).

La donnée initiale est

1 v%+v§
2

f(oaxayavwa/vy) = %6_
V(x,y) € [O’Lw] X [01 Ly]a (vwavy) € [_Umaxavmax]

(1 + acos(kyz)cos(kyy)),

2

ol @ = 0.05, Upax = 7.5, At = 1/8 et Thipa = 22wp_1. Les nombres d’ondes k£, et
k, valent 0.5. Les dimensions de la boite sont prises en fonction du nombre d’onde
de telle sorte que L, = L, = 27 /k, = 2r/k, = 4w. La discrétisation dans I’espace
physique est de 7938 triangles (~ 64 points en x par 64 points en y) et de 32258
triangles rectangles dans I’espace des vitesse (~ 128 points en = par 128 points
en y). Le schéma utilisé est HCTC en (z,y) et NC1 en (v, v,). Lesévolutions
des deux composantes du champ électrique sont identiques car la donnée initiale
est symétrique par rapport aux axes z et y. Le mode E,(k, = 0.5, k, = 0.5) qui
véhicule pratiquement toute I’énergie électrique décroit exponentiellement avec
un taux d’amortissement v =-0.394 et une pulsation w=1.69, comme le prédit la
théorie linéaire de Landau.

5.4.Résultats numériques
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0.5,k,=0.5)|)

log(IE, (k,

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2
Time

F1G. 5.2 — Evolution du mode Ex(kz =0.5,k, = 0.5)

5.4.2 Faisceau Gaussien

La donnée initiale est

2 2
n() _vm-l;v w2+ 9
fO(-T,y,'U;U,Uy) = ( e i e 3R

2mv3, ) (ra?)

ou on fixe a = 1. Afin d’avoir un faisceau adapté il nous faut calculer vy, wg, ng
et R.m,s & partir du concept de faisceaux équivalents. Pour cela on considére la
distribution K-V qui est une distribution surfacique de la forme

./L'Z y2 le y12
fo(z,y,2",y) :6(E+E+ﬁ+ﬁ_1) (5.22)

La distribution K-V est une solution stationnaire de 1’équation de Vlasov pour
laquelle, le champ électrique auto-consistant est linéaire. Le champ électrique
total s’écrit

E,(t,x) + E,(t,x) = —w’x.

ou E;, est solution de I’équation de Poisson (5.2) et E, = —wix. En posant la
dépression du nombre d’onde n = w/wy (qui correspond & un retard de phase
entre les particules), le concept de faisceaux équivalents implique que

/ 2% f'dx'dv’ 9
R2 _ (ij )2 _ R4 _ ([EK_V)2 a

/ Fdx'dv’ 4
]R4
/ y: fldx'dv' o2
2 4 V)2
R2 = (yfms) =R = (y}"{m\;) = Z’
fldx'dv'
R4
12 pt ! !
/UtQh _ f 2 _ /]R4x de dv _ K-V \2 . 0/2 _ (k'a,)Q
F - (Umrms) - - (fuxrms) - I - 4 ?
z fldx'dv'

R4

5.4.Résultats numériques
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1220 30 31
v o2 /]R4 y-fdxidv kvy2  a?  (ka)?
? = ( ) = = (Uyrms) = Z = 4 ?
z fldx'dv'

R4

y'rms

ol w = ku,. En fixant n = 1/4 et vy, = 1 et en remarquant que wy =

reste valable car dans une chaine de focalisation uniforme le faisceau K-V (5.22)
est adapté, tous les paramétres du faisceau sont déterminés.

A partir des figures 5.3, 5.4 et 5.5, on remarque que le faisceau commence par se
creuser, ce qui a pour effet de créer de fortes densités a la périphérie du faisceau.
Ensuite les particules se propagent vers l'intérieur du faisceau créant ainsi une
zone de forte densité au coeur du faisceau. Ainsi se crée une onde de charge d’es-
pace qui se propage de 'intérieur du faisceau vers I'extérieur et inversement. On
remarque autour des temps ¢ = 0.80w, Lett = 1.68wy L T’apparition périodique
d’un halo, couronne de particules de faible densité qui entoure le coeur du fais-
ceau. L’étude de la formation du halo est un probléme important en physique des
faisceaux car les particules rapides du halo qui frappent la paroi peuvent créer de
la radioactivité. Le halo apparait autour de r = 2.6 et sa densité représente 3%
a 5% de celle du coeur du faisceau. Comme la fonction de distribution initiale
fo est invariante par rotation autour de ’axe z, une propriété de la solution du
modeéle paraxial est que la fonction de distribution f doit rester axisymétrique
au cours du temps. Numériquement on observe bien le respect de la propriété
d’invariance par rotation.

5.5 Conclusion

On a présenté dans ce chapitre une extension des méthodes numériques expo-
sées au chapitre 2 au cas paraxial. Si on a traité ici un cas simple de focalisation
(focalisation dans une chaine uniforme) le cas paraxial non axisymétrique permet
cependant de traiter la propagation de faisceaux de particules dans des chaines
de focalisation plus réalistes comme les chaines de focalisation périodiques ou
FODO (par quadrupole électrique ou magnétique) qui consiste en une succession
de focalisations dans une direction et de défocalisations dans ’autre direction et
inversement (cf [175]).

5.5.Conclusion
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F1G. 5.3 — Evolution de la densite p(t,x,y)

5.5.Conclusion
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F1G. 5.4 — Evolution de la densite p(t, x, y)

5.5.Conclusion
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F1G. 5.5 — Evolution de la densite p(t,x,y)

5.5.Conclusion
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Méthodes adaptatives pour I’équation de Vlasov

6.1 introduction

Ce chapitre est issu d’une collaboration initiée au Centre d’Eté de Mathé-

matique et Recheche Avancée en Calcul Scientifique (CEMRACS 2001) de Lu-
miny (Marseille) avec 'équipe d’analyse numérique de I’Institut de Recherche en
Mathématiques Avancées de Strasbourg (IRMA) (Eric Sonnendriicker, Michaél
Gutnic, Frangis Filbet, Ioana Paun).
Si les méthodes Euleriennes (sur un maillage de 'espace des phases) sont plus
précises, elles restent néanmoins peu efficaces dans les cas réalistes lorsqu’elles
utilisent une grille uniforme. En effet La structure de I’équation de Vlasov en
six dimensions est trés proche de la structure des équations d’Euler incompres-
sibles. L’équation de Vlasov posséde intrinséquement un caractére turbulent.
Aussi ’équation de Vlasov met en jeu une gamme d’échelles de phénoménes phy-
siques trés variées. Lorsque la fréquence associée aux structures microscopiques,
qui en I’absence de mécanismes physiques de relaxation (comme les opérateurs
de collisions) ne cessent de se développer, devient plus grande que celle que la dis-
crétisation est capable de reproduire, le systéme physique perd de 'information
et la fonction de distribution est régularisée. Le maillage tient lieu de mécanismes
de relaxation et joue le role d’un filtre passe-bas qui ne laisse passer que les basses
fréquences. La perte d’information au niveau microscopique peut avoir des consé-
quences néfastes au niveau macroscopique car a priori, il y a une interaction entre
les différentes échelles. L’idée est donc de développer des méthodes numériques
qui prennent en compte le plus grand nombre d’échelles possible. L’utilisation
des méthodes de raffinement adaptatif ou évolutif de maillage semble étre une
bonne stratégie pour suivre le développement des structures microscopiques et
par conséquent donner une bonne approximation des structures cohérentes et
organisées qui émergent au niveau macroscopique. Dans la pratique on ne peut
évidemment pas prendre des mailles aussi petites que l'on veut car on est li-
mité par les capacités de calcul. De plus au bout d’un certain temps, si 'on
veut décrire correctement les phénomeénes physiques on est obligé de prendre en
compte les collisions entre particules qui ont tendance a supprimer les structures
microscopiques et a régulariser la fonction de distribution.

6.2 Analyse multi-résolution

Une analyse multi-résolution consiste & exprimer une fonction par son ap-
proximation a une échelle grossiére plus une somme des détails que 1’on ajoute
a chaque échelle intermédiaire. L’analyse multi-résolution par ondelettes semble
trés bien adaptée car la structure du maillage et la représentation multi-échelle
de la fonction de distribution sont directement reliées. Par ailleurs pour intégrer
I’équation de Vlasov on utilisera une méthode semi-Lagrangienne avec splitting
d’opérateur. La méthode semi-lagrangienne se décompose en une étape d’ad-
vection et une étape d’interpolation. L’interpolation peut étre réalisée sur un
maillage en utilisant des polynémes d’interpolation de Lagrange symétriques
d’ordre élevé sur des grilles par exemple. Il semble donc assez naturel de construire

6.1.introduction
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une analyse multi-résolution basée sur des polynomes d’interpolation de La-
grange. On décrira cette analyse multi-résolution en mettant en valeur les proprié-
tés qui permettent de travailler de maniére naturelle sur des maillages adaptatifs.
En premier lieu on considérera le probléme en dimension une, oil le domaine de
calcul est R tout entier. Ensuite on envisagera la généralisation au cas 2D que
I’on décrira briévement en précisant ’extension possible a nD.

6.2.1 Cas mono-dimensionnel

Etant donné j € Z, on considére le maillage uniforme G’ de R de pas 277.
Les points du maillage sont situés aux abscisses =7, = £ 277. On définit ainsi une
suite infinie de maillages notée {G,} jez» OU J est le niveau du maillage. Pour
passer d’un niveau donné au niveau supérieur nous définissons un opérateur
de prédiction et pour passer au niveau inférieur nous définissons un opérateur
de projection de la maniére suivante. Considérons les deux maillages G, Gj11
et notons {c,’c} yez € {c,i“} ke les valeurs d’une fonction donnée aux points
respectifs des deux maillages.

On définit alors 'opérateur de projection

‘@j—kl: Gj+1 — Gj,
{0 e — {dld=4di

}keZ }keZ ’

qui est simplement un opérateur de restriction et I’opérateur de prédiction
j+1 .
' j+1 | g+l +1
{Cl]c}kez — {cljc ‘ cljc :PZNfl(x?c )}kEZ’

ol P,y désigne le polynome d’interpolation de Lagrange de degré impair 2N —1
centré au point x%;:il, ¢’est-a-dire tel que PQN,l(xf;H) = c,iH pour —N+1<[<
N. Par conséquent on a c;;:l = c}c

En utilisant 'opérateur de prédiction que nous venons de définir, on fait corres-
pondre a chaque coefficient c,i, une fonction goi. Ces fonctions sont déterminées

de telle sorte que
Ph(Th) = 0kp, et " = dpl(x™)
1

ou Ok est le symbole de Kronecker qui vaut 1 si £ = &' et 0 sinon. La valeur de
@7 en un point quelconque de la droite réelle est obtenue en appliquant, éven-
tuellement une infinité de fois, 'opérateur de prédiction. Dans la terminologie
des ondelettes, les @5 sont appelées fonctions d’échelle. Nous noterons ¢ = ¢
et on remarquera que .
01() = (27 - — k).

On vérifie facilement que les fonctions d’échelle ont les propriétés suivantes :

* Support compact : le support de ¢ est contenu dans [-N + 1, N — 1].

* Interpolation : par construction ¢(x) est interpolante dans le sens ot ¢(0) =

Let p(k)=0sik#O0.

6.2.Analyse multi-résolution
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* Reproduction polynémiale : tous les polynémes de degré inférieur ou égal
a N — 1 sont reproduits de maniére exacte comme combinaison linéaire des
o

xi:Zkiw(x—k), 0<i<N-—-1.
kEZ

* Changement d’échelle : on peut exprimer ¢ & partir de la relation d’échelle

o)=Y hp2 — 1)

—N+1

Puisque c,i“ = Z cl7 goi (xf:rl) I'opérateur de prédiction s’écrit alors
1

gzjj_H . Gj — Gj_|_1,
{c;c}kez — {C;cﬂ | cicﬂ =2 hk2q }keZ’
avec hg = doy.

On construit alors une suite d’espaces fermés que nous noterons Vj, dont une base
est constituée par les {gofe} . Cette suite définit une analyse multi-résolution
de L*(R), i.e. elle vérifie les propriété suivantes :

x...CcVicVcWVic...CV,C...C L*R).

x NV; = {0}, UV; = L*(R).

* feVie f(2) € V.

* J ¢ (fonction d’échelle) telle que {p(- — k) }rez est une base de V5.

Comme V; C Vj4; fermé, on peut chercher un supplémentaire de V; dans V.
que 'on appellera espace de détails et que I’on notera W

Vi =V, 0 W,

La construction de W; se fait de la fagon suivante : un élément de V;i; est
caractérisé par la suite {cffl} rep €6 par construction on a ¢, = c;;:l On définit
j j+1 +1
&, = C%k+1 - P2N—1($%k+1),

ou P,y_; est le polynome d’interpolation de Lagrange permettant de calculer la
1z . j+1

valeur d’un élément de Vj; au point (291

Le coefficient dj, représente exactement la différence entre la valeur dans Vj4
et la valeur prédite dans V;. Finalement, tout élément de V;,, est également
caractérisé par les deux suijces {c} ver de: valeurs dans VJ e:t {d}} kez de détails
dans W;. De plus cette maniere de construire W; est particuliérement intéressante
pour le raffinement adaptatif car dj sera petit aux endroits ou la prédiction a
partir de V; est bonne et grand ailleurs, ce qui nous donne un critére naturel

de raffinement. On fait correspondre a chaque coefficient di une fonction 1/},”;.

6.2.Analyse multi-résolution
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En effet, il existe une fonction v, appelée ondelette (cf [58], [150]), telle que
{4l = 20/%p(29 2 — k)}ren est une base de W;. L'orthogonalité de la somme
Vit1 = V; @ W, conduit au choix

i j+1
= = Popq1-

En pratique, pour le raffinement adaptatif, nous choisissons de décomposer une
fonction du niveau le plus fin j; au niveau le plus grossier j;. On utilise pour cela

‘/}1 = Vjo S Wjo s> Wj0+1 SPRRRR le—l'

Une fonction f € V}, peut alors étre décomposée comme

too ji—1 4oo
-3 b+ > 3 dve
l[=—o0 j=jo l=—00

N ) : : : J
ol 11.35 {CZ }l ez sont le.s coefﬁ.(nents sur .le maillage grossier et les {dl}l ez les
détails aux différents niveaux intermédiaires.

6.2.2 Cas multi-dimensionnel

En deux dimensions, I'opérateur de prédiction qui permet de définir I’analyse
multi-résolution est construit par produit tensoriel & partir de 'opérateur 1D. En
pratique il faut considérer trois cas distincts (voir la figure 6.1 pour les notations) :

c it c

k1,k2+1 2k1+4+1,2k2+2 “k1+1,ka+1

T
I
|
|
I
cj_|_1 L _cj—l—'l ______ C]—|—1
2k1,2kd+1 2k1+1 2ko+1 2k1+2,2ko+1

- 1 .
01791,/62 C;k1—|—1,2k2 Cljcl—l—l,kQ

F1G. 6.1 — Raffinement du maillage en 2D.

- j+1 j+1 . e
1. Raffinement en x (correspond aux points C;k1+1,2k2 et c;k1+1,2k2+2) : on utilise
I’opérateur de prédiction 1D en z pour k, fixé.

. ji+1 j+1 ) 9
2. Raffinement en v (correspond aux points ¢y o1 €t Cop 995, 1) : ON utilise
I'opérateur de prédiction 1D en v pour k; fixé.

3. Raffinement en v et z (correspond au point c;';lﬂﬂ,w +1) : on utilise d’abord
I’opérateur de prédiction 1D en v pour k; fixé afin de construire les points
nécessaires pour appliquer 'opérateur de prédiction 1D en z pour k, fixé
qu’on applique ensuite.

6.2.Analyse multi-résolution
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Les bases d’ondelettes correspondantes sont respectivement du type ¥(z)p(v),
o(x)Y(v) et Y(z)(v) ot ¢ et 1 sont respectivement la fonction d’échelle et
I’ondelette 1D. En effet, on a une décomposition de type

Vin@Vin=V;eV) e (V;eW;) e (W; V))& (W; @ Wj).
On obtient alors en 2D une décomposition en ondelettes de la forme

Jji—1

o) = 3 (i, b0 )+ X (o) )

k1,k2
+ B @)W 0) + 48 o (0, 0) ) (0)

Une analyse multi-résolution multi-dimensionnelle de dimension n peut donc se
construire a partir d’'une analyse multi-résolution mono-dimensionelle par pro-
duit tensoriel

Vi =(®)" V.
En définissant Z = {I = (41,42, ..,1,) € Z", I #0, 1, € {0,1} Vk}, on a alors la
formule
Vi=Via B2 W)
ieT IeT
Vi1 sii=0,

I Wj—l st1=1.

ou W | =U" ®-- Uznlavch 1—{

La décomposition d’une fonction f située & 1’échelle j; s’exprime sous la forme

J1—1
- Yok + Y e
K j=jo I€T K
U I’J i1,J 12,] in,J \J QO?C si1=0,
oit D3 (X) = @7 (z1) - ¢ (w2) - - . 7 (wn) avec @7 =
YPlsii=1.

6.3 Les algorithmes

Dans cette section on décrit I’algorithme adaptatif. Pour ce faire on décrit
d’abord une version non adaptative de la méthode, puis on y superposera 1’algo-
rithme adaptatif.

On choisit les niveaux de résolution j, pour le maillage le plus grossier et j;
pour le maillage le plus fin. Bien que ces niveaux puissent étre différents en z et
en v, on les considére ici identiques dans un souci de clarté des notations.

On se donne également notre fonction échelle que I'on calcule sur une grille
trés fine pour pouvoir approcher de facon précise sa valeur en n’importe quel
point de I'espace des phases.

6.3.Les algorithmes
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6.3.1 L’algorithme non adaptatif

On travaille ici sur le maillage le plus fin correspondant au niveau j; en
conservant tous les points.

e Initialisation : On décompose la condition initiale dans la base d’onde-
lettes en calculant les coefficients ¢y, x, de la décomposition dans V;, pour le
maillage grossier et en ajoutant les détails dj, ,, dans les espaces de détails
W, pour tous les autres niveaux de j = jo,...,J1 — 1.

e Itérations en temps :

* Advection en x : on calcule lorigine de la courbe caractéristique se
terminant en chaque point du maillage en effectuant un déplacement de
v;At. On calcule alors les nouvelles valeurs de la fonction de distribution,
notée f*, a l'origine des courbes caractéristiques en utilisant la décom-
position en ondelettes de f™ identique & (6.1) qui permet de calculer f™
en un point quelconque de I'espace des phases.

* Calcul du champ électrique : on calcule la densité de charge en inté-
grant f* par rapport a v, et le champ électrique en résolvant I’équation
de Poisson (cette étape disparait dans le cas linéaire du cylindre tournant
ot le champ d’advection est connu explicitement).

* Advection en v : on calcule 'origine de la courbe caractéristique se
terminant en chaque point du maillage en effectuant un déplacement de
E(t", z;)At. On calcule les nouvelles valeurs de la fonction de distribu-
tion, notée fmT!, a lorigine des courbes caractéristiques en utilisant la
décomposition en ondelettes de f* comme pour ’étape précédente.

6.3.2 L’algorithme adaptatif

e Initialisation : dans la phase d’initialisation, aprés avoir calculé la décom-
position en ondelettes de fy, on procéde a une compression qui consiste a
éliminer les détails inférieurs & un seuil que 1’on se fixe. On construit alors
une grille adaptative qui contient uniquement les points correspondant aux
détails que I'on garde. On note GO cette grille. En pratique, si 'un des
trois détails d})"}”, dz(;l”,g?, dkmlzij est supérieur au seuil fixé, on ajoute dans
la structure G° le point (j — jo, k1, ko) et on stocke les trois détails, en

mettant & zéro ceux qui sont inférieurs au seuil.
e Itérations en temps :

x Prédiction avant l’advection en z : on prédit G* qui contient les
positions des points ou les détails seront importants au pas suivant en
avancant les courbes caractéristiques associées au transport libre et issues
des points de la grille G™. Pour cela on procéde & une advection en x
des points de G™ en utilisant un schéma d’Euler. Ensuite, on raffine en
ajoutant les points voisins a un niveau plus fin.

x Construction d’une grille G* : la grille G* contient les points ot
on calculera les valeurs de la fonction de distribution au pas suivant. On
construit G* en ajoutant les points de la grille la plus fine (d’échelle 27)

6.3.Les algorithmes
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*

qui sont nécessaires au calcul des coefficients en ondelettes de f**! aux
points de G*.

Advection en x : a I'instar du cas non adaptatif on calcule f* seulement
aux points de G* et cela a partir des détails de G™.

Transformation en ondelettes de f* : on calcule les coefficients ¢
et dj, aux points de G* en fonction des valeurs de f* aux points de G*.
Compression : on élimine les points de G* oul les détails sont inférieurs
au seuil fixé ce qui définit une nouvelle grille G*.

Calcul du champ électrique : on calcule la densité de charge en inté-
grant f* par rapport a v, puis le champ électrique en résolvant I’équation
de Poisson (cette étape disparait dans les cas linéaires ot le champ d’ad-
vection est connu explicitement).

Prédiction avant l’advection en v : on prédit les positions des points
ol les détails seront importants au pas suivant en avancant les courbes
caractéristiques associées au transport accéléré (a partir des valeurs du
champ d’accélération calculées a 1’étape précédente) et issues des points
de la grille G*. Pour cela on effectue une advection en v des points de G*
en utilisant un schéma d’Euler. Ensuite on raffine, en ajoutant les points
voisins & un niveau plus fin. On obtient ainsi la nouvelle grille G" 1.
Construction d’une grille G™*1 : a linstar de la construction de la
grille G-

Advection en v : a I'instar du cas non adaptatif on calcule f**! seule-
ment aux points de G et cela a partir des détails de G™.
Transformation en ondelettes de ™' : on calcule les coefficients
¢, et dj aux points de G"t! a partir des valeurs de f™*! aux points de
G,

Compression : G"'l.

Remarque 48 L’intégration en temps se fait selon un splitting de Lie et conduit
formellement a une erreur en temps en O(At). L’algorithme précédent s’adapte
de maniére évidente dans le cas du splitting de Strang, dont ’erreur en temps est
formellement en O(At?).

6.3.3

Mise en oeuvre

Dans ce paragraphe on détaille I'algorithme présenté ci-dessus.

e Initialisation.

*

*

e : ki Ky
Condition wnitiale : fy sur la grille fine — fo(ﬁ, ﬁ)
Décomposition : fo( 35, 55) — oty distd i, diied

Les coefficients de la décomposition en ondelettes sont calculés grace a
la décomposition :

Vitn®Vizn = (V;eV)e (VieW,) e (W;eV;) e (W; @ W)
= VioVy)e(Visi—V)eV) e (V;® (Via—V)))
® (Vier = V)@ (Vi —Vj))

6.3.Les algorithmes
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Le premier terme de la décomposition, Vj, ® Vj,, implique
; ki1 ko
A = o (o 30 )
(6.2)
Pour chaque niveau j, jo < j < ji, le terme, (V41 — V) ® V;, implique
govi _ ¢ (21 2k - oo g (B0 o
ey ey = fo( 2j+1 2J+1> Z fo( j )
—N+1
(6.3)
le terme, V; ® (V41 — Vj;), implique
goobi f <2k1 2k2+1> NZH y (kl k2+2)
kiky — JO 2j+17  95+1 Z 0 J ’
i=—N+1
(6.4)
et le terme, (Vj11 — V) ® (Vi1 —V;) implique
N+1
2k +1 2ky+1 ki+1 ke+m
mad, 1 2 1 2
drids — fo( ST g ) + > hyhy fo( 5 o )
I,m=—N+1
iy h 2k1+1 ]{52+Z ]{51+Z 2k2+1
- Z 7" fO( 9j+1 ’ ) fO( Y ) 9i+1 )
i=—N+1
(6.5)

ou les h; sont des coefficients provenant du polynéme d’interpolation
utilisé pour la prédiction.

Remarque 49 On considére que pour les coefficients d,C &, les indices
ki et ko vont de 0 a 29 — 1. Ceci est naturel si f est bi- pemodique car
dans ce cas les coefficients df“’kz sont 20 périodiques. Par contre si f est
a support compact en v, on doit s’assurer que le domaine est assez large
par rapport au support de f de maniére a ce que les valeurs de la fonction
pres de la frontiere ninfluencent pas les coefficients situés a [’extérieur
du domaine. Pour contourner ces problemes on doit assurer :
N +1 N -1
flz,v) =0 Woe [0, 2T:| U [1 — T’l]

dans le cas ot l’on travaille dans un domaine [0,1] x [0,1]. En général,
on doit assurer f(z,v) =0

(N + 1)(1]".“1;6 - Umzn):| U [Umax _ (N B 1)(Urr'w.;c _ Umz'n) , 'Umam:|
9i0 2%

Yo € |0, Umin +
* Compression : dz(l’“,’c; , d;’l’l’,gQ ,dkmllz’; — la grille G

Pour un seuil € fixé, si un des trois détails “fréres” est plus grand que le
seuil, on ajoute le point (j — jo, k1, k2) dans la structure G° en mettant

6.3.Les algorithmes
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a zéro les détails inférieurs au seuil. Cette partie peut étre modifiée en
considérant des seuils différents par niveau. Par exemple on peut prendre
gj = 477%. Ce choix est judicieux lorsque I'on cherche des estimations

d’erreur en norme L'. En effet en remarquant que / ol (x)dz = 277 si
R

on veut que la contribution, a ’erreur de discrétisation en norme L', de
chaque niveau soit d’ordre ¢ il faut prendre £; = 47~%¢ (cf [51]).

* Calcul de ¢ : —> gp(;j>

Pour I'interpolation on utilise la formule (6.1), dans laquelle ol(z) =
0(27z — k) et ¥l (x) = (27t — 2k — 1), donc il suffit de calculer ¢ sur
une grille assez fine. Dans le calcul de ¢ on utilise le fait que son support
est inclus dans l'intervale [-N+1,N-+1] et la formule suivante :

¢(k) = dok
N+1 (6.6)
TESES )

e Itérations en temps. G* — G"'!
x Advection en z : f*(x,v) = f*"(x —v-At,v) — G*

Dans cette partie on doit d’abord prédire la grille G* (les détails impor-

tants de f*) et construire la grille G* (les~valeurs de f* nécessaires pour

calculer les coefficients d’ondelettes de G*). Ensuite on calcule les va-

leurs de f* sur G*, puis on fait la transformation en ondelettes de f* afin

d’obtenir les coefficients de G*. On compresse la grille G* et on trouve

ainsi la nouvelle grille G* (avec les détails importants de f* )

& Prédiction : G — G*
On procéde a une advection en avant dans le temps en x des points de
G™. A chaque point (j, k1, ko) de G™, correspondent trois détails, donc
trois points de la grille d’échelle 27770~ : le point (z,,v,) appartient
a ’ensemble

{(2k1 Az, (2ky + 1) AD)), ((2k1 + 1) Az, 2k A0)), ((2k1 + 1) Az, (2k + 1)Av))} .

On advecte seulement les points qui correspondent aux détails non-
nuls :
(Tg,v9) — (T4 + VAL vg).

Si ce transport nous conduit dans un rectangle d’échelle 277701 :

((2[1 -+ Q)AJT, QZQAU)) - T T = = = . ((2[1 + Q)A.T, (2l2 + Q)AU))
| |
| |
| |
| |

(2l Az, 2l,Av) + ———— — — — - (2l Az, (213 + 2)Av))

6.3.Les algorithmes
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alors on ajoute dans une nouvelle grille G, les points (4, &}, k}) tels que
|kl — ;| <1.Sij < ji1—jo— 1 etsiledétail est plus grand que 4¢ on
regarde aussi la grille d’échelle 27770=2,

Si le point transporté, arrive dans un rectangle d’échelle 2—9=70=2

(28 +2) Az, 2BA0)) - —— —— - (28 +2)Ad!, (20, + 2)A'))
| |

| |
QULAZ, 2AY) - —— —— - (2LAZ, (21, + 2)Av'))

avec Az’ = 42 alors on ajoute dans G les points (j +1, k., kb) tels que
k-0l <1 A

<& La grille G* : G* — G
A chaque indice (7, k1, ko) de G* correspondent trois détails :

d;f{;ngO d’md’”” D’aprés les relations (6.3) — (6.5) on ajoute dans G*

les points ot l on a besoin de connaitre la valeur de f* afin de pouvoir
faire la décomposition en ondelettes de f* sur G*. La grille G* contient
des indices (l1,[3), calculés par rapport a I’échelle la plus fine j;.

¢ Interpolation en x : (f",G") — (f*,G*)
On utilise f*(z,v) = f*(z — v - At,v). On connait fonction f" partout
grace a la formule (6.1). Les coefficients en ondelettes de f™ sont donnés
par la grille G". Pour les valeurs des fonctions de bases ¢ et 1/13 on
utilise la formule (6.6). Une remarque utile est qu’on a un nombre
limité de termes non nuls dans la somme (6.1) car le support de (p{c est
inclus dans lintervalle [277 (=N + 1+ k),277(N + 1+ k)].

& Compression : G*.G* — G

row,j+jo
dkl k ?

On calcule les coefficients de la decomposition en ondelettes sur G* en
utilisant les relations (6.3) — (6.5) et les valeurs de f* sur G*. Si P'un
des coefficients dmw’] o oy d;’;l’kj;”o ou dmZd’J 0 est plus grand que le
seuil fixé, on aJoute I'indice (_], ki, ko) dans G* en mettant a zéro les
coefficients inférieurs au seuil. On obtient ainsi la grille G* C G*.

* Calcul du champ électrique : (f*,G*) —> E(le)

On calcul la densité de charge en intégrant f* par rapport a v puis le
champ électrique en résolvant 1’équation de Poisson.
Le calcul de la densité de charge se simplifie en utilisant une décomposi-

tion du type (6.1) pour f* et en remarquant que / gof;(v)dv =27,
R
x Advection en v : f"T(z,v) = f*(z,v — E(z) - At) — G"!

Cette étape est analogue a I'advection en z, a partir de G*, on prédit
G™!, puis on construit G™*! et finalement on obtient G"*!.

6.4 Résultats numériques

Nous commencgons par présenter dans le paragraphe suivant un cas d’advec-
tion linéaire, le cas du cylindre tournant introduit par Zalesak [217] pour tester

6.4.Résultats numériques
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des schémas d’advection. Ensuite nous présentons des problémes de faisceaux
plus réalistes toujours en négligeant la charge d’espace : le cas d’un faisceau
Gaussien dans un champ de focalisation continu. Pour finir nous présenterons
le cas d’un faisceau semi-Gaussien dans un champ de focalisation uniforme avec
charge d’espace. Le code adaptatif est pour I'instant uniquement bi-dimensionnel.
On se place donc pour les cas tests du faisceau semi-Gaussien dans un contexte
axisymétrique avec les variables (r,v,) et en supposant que vy = 0.

6.4.1 Le cylindre fendu tournant
On considére la condition initiale suivante

1 sivaz?2+v?2<0.5etsiz<0ou|v]>0.125,
f(0,z,v) = :
0 sinon ,

représentée figure 6.2. Le domaine de calcul est [—0.5,0.5] X [—0.5, 0.5]. Le champ

F1G. 6.2 — Cylindre tournant : représentation de la condition initiale.

d’advection est (v, —z), ce qui correspond a I’équation de Vlasov avec un champ
électrique appliqué E,p,(z,t) = —z et sans champ électrique auto-consistant.
De plus, la fréquence wy est donnée par wy = 1 et les résultats présentés ont
été obtenus avec un pas de temps correspondant a 1/32°™€ de période soit
At =27 /(32wp) = 7/16.

La figure 6.3 représente 1’évolution du cylindre et du maillage adaptatif cor-
respondant, toutes les deux périodes et demi sur dix périodes (ici, une période
correspond & un tour) pour un maillage grossier de 8 x 8 points et 5 niveaux de
raffinement. On remarque que le maillage est bien raffiné au voisinage des forts
gradients et qu’il suit I’évolution du cylindre sans perdre en qualité. Le seuil pour
conserver un détail (i.e. un point de la grille adaptative) est fixé a 1073,

D’autre part, on représente figure 6.4 1’évolution du nombre de points de la
grille adaptée qui reste stable pendant six périodes pour de nouveau n’augmenter
que légérement durant les quatres derniéres périodes. En conclusion pour ce cas
test, on peut dire que la technique d’ondelettes est bonne pour déterminer les
endroits ot un raffinement de maillage est nécessaire. L’évolution du maillage
adaptatif nous indique que I’étape de prédiction du maillage au pas de temps
suivant est faite de maniére satisfaisante.

6.4.Résultats numériques
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F1G. 6.3 — Cylindre tournant : évolution sur 10 périodes pour une grille grossiére
de 23 x 23 points et 5 niveaux de raffinement adaptatif. Représentation du cylindre
et de la grille adaptative correspondante toutes les 2,5 périodes.
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13500
0

F1G. 6.4 — Cylindre tournant : évolution sur 10 périodes du nombre de points
de la grille adaptée pour une grille grossiére de 23 x 23 points et 5 niveaux de
raffinement adaptatif.

Pour comparer les résultats adaptatifs & ceux sans adaptivité, on représente
figure 6.5 les solutions adaptées et non adaptées obtenues aprés dix périodes qui
semblent tout a fait comparable.

0.5 B 0.5 B
0.4 = 0.4 =
0.3 = 0.3 &
0.2 = 0.2 &
0.1 = g B
>-0.0 & ! >-0.0 B
0.1 = -0.1 £
0.2 = 0.2 =
0.3 = 0.3 &
0.4 = 0.4 B8
70.5 EJJ\'IH\‘\\H‘\IH‘H\\‘\HIlHH‘HH‘HH‘HH 70.5 EJJI‘\IHlHH‘IHI‘H\\lHI\‘IHI‘HH'HH‘IHI
R I R R R AR L B ™M

F1G. 6.5 — Cylindre tournant : comparaison aprés 10 périodes des solutions adap-
tée (& gauche) et non adaptée (a droite) pour une grille grossiére de 23 x 23 points
et 5 niveaux de raffinement adaptatif.

Pour affiner la comparaison, on calcule I’évolution tous les quarts de période
des normes relatives L2 et L™ des différences entre la solution adaptée et la
solution non adaptée de la fagon suivante

12 2
1 (Z oa = Iy ) max |foq — frinl

NaN, _ NuN,

I ||2:NwN1, max | fo| e = max | fo|

Ny Ny Nz Ny

ot NV, (resp. N,) est le nombre de points de la grille fine en x (resp. v), faq (resp.
frins fo) représente la solution adaptée (resp. non adaptée, initiale) en un point
de la grille fine (obtenue par interpolation dans le cas de la solution adaptée ce
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Méthodes adaptatives pour I’équation de Vlasov 229

qui introduit encore une erreur supplémentaire). Ces résultats sont représentés
figure 6.6. Naturellement, ces erreurs augmentent au cours du temps mais la
norme L? qui semble plus pertinente puisqu’elle moyenne I’erreur sur la grille
reste tout & fait raisonnable méme aprés dix périodes. Les résultats sont donc
comparables & ceux sans adaptivité.

F1G. 6.6 — Cylindre tournant : évolution sur 10 périodes des erreurs relatives
L? (a gauche) et L™ (& droite) pour une grille grossiére de 2* x 23 points et 5
niveaux de raffinement adaptatif.

Enfin, on donne dans le tableau 6.4.4 a la fin de ce chapitre une comparaison
des temps de calcul pour les simulations sur dix périodes, en effectuant les diag-
nostiques tous les quarts de périodes d’une part, et sans diagnostique d’autre
part. On s’apercoit que dans le cas du cylindre fendu tournant, ’avantage est
nettement en faveur des calculs effectués sans adaptation, en raison du grand
nombre de points nécessaires au calcul adaptatif. On pense cependant pouvoir
améliorer ces résultats en utilisant une structure plus souple pour les grille G et
G et également en améliorant la procédure d’interpolation de la solution adaptée.

6.4.2 Le faisceau Gaussien
On considére un faisceau Gaussien, i.e. de fonction de distribution initiale (cf.
figure 6.7)

I 1/,.2 2 2 /p2
= __(T /a tv /b )
F(rv) 27rabvze ’ ’

ou I est proportionnel au courant du faisceau, v, sa vitesse et a, b son rayon RMS
et sa vitesse RMS. Nous étudions dans cette section I’évolution d’un tel faisceau
sous I'influence uniquement d’un champ appliqué uniforme en z. Nous ne prenons
pas en compte le champ auto-consistant. On considéreici I =1,v, = 1,a% = 2 et
b*> = 1/2. Le champ de focalisation uniforme en z est alors donné par £ = —w?x
avec w? = 4 et dans ce cas test, wo = w. Les tests ont été réalisés avec un pas de
temps correspondant & 1/32°™€ de période soit At = 27/(32wy) = 7/32 pour
une grille grossiére de 8 x 8 points avec 5 niveaux de raffinement soient 256 x 256
points pour la grille la plus fine et un seuil de raffinement de 1073.

6.4.Résultats numériques
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FI1G. 6.7 — Faisceau gaussien : représentation de la condition initiale

Avec ces données, on est supposé n’observer aucun mouvement du faisceau
dans I’espace des phases. La figure 6.8 représente 1’évolution du nombre de points
de la grille adaptée qui reste assez stable en moyenne pendant les dix périodes. On
représente de nouveau figure 6.9 I’évolution du faisceau et du maillage adaptatif
correspondant, toutes les deux périodes et demi sur dix périodes. On remarque
que le maillage est bien raffiné au voisinage des gradients les plus importants.
Alors que le faisceau semble effectivement ne pas bouger dans I’espace des phases,
on peut s’étonner que les grilles n’aient pas des allures plus semblables au cours
du temps. On constate également un lissage au cours du temps au centre du
faisceau dans I'espace des phase lors de la simulation avec adaptation.

De méme que dans le cas du cylindre fendu tournant, on constate que la
technique d’ondelettes est bonne pour déterminer les endroits ott un raffinement
de maillage est nécessaire avec une prédiction satisfaisante.

1360

12807

1240 7

1200 7

1160 7

F1G. 6.8 — Faisceau Gaussien dans un champ de focalisation uniforme en z :
évolution sur 10 périodes du nombre de points de la grille adaptée pour une
grille grossiére de 23 x 23 points et 5 niveaux de raffinement adaptatif.

Pour comparer les résultats adaptatifs & ceux sans adaptivité, on représente
de nouveau figure 6.10 les solutions adaptées et non adaptée obtenues aprés dix
périodes ainsi que figure 6.11 I’évolution tous les quarts de période des normes
relatives L? et L™ définies par les relations (6.7).

6.4.Résultats numériques
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F1G. 6.9 — Faisceau Gaussien : évolution sur 10 périodes pour une grille grossiére
de 23 x 23 points et 5 niveaux de raffinement adaptatif. Représentation du faisceau
et de la grille adaptative correspondante toutes les 2,5 périodes.
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F1G. 6.10 — Faisceau Gaussien dans un champ de focalisation uniforme en z :
comparaison aprés 10 périodes des solutions adaptées (& gauche) et non adaptée
(a droite) pour une grille grossiére de 23 x 2® points et 5 niveaux de raffinement
adaptatif.

0.09 |
0.08 |
0.07 |
0.06 |
0.05 |
0.04 7|

o5 L 003

F1G. 6.11 — Faisceau Gaussien dans un champ de focalisation uniforme en z :
évolution sur 10 périodes des erreurs relatives L? (& gauche) et L (a droite)
pour une grille grossiére de 2% x 22 points et 5 niveaux de raffinement adaptatif.
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Les conclusions semblent les mémes que dans le cas du cylindre tournant &
savoir les solutions finales aprés dix périodes sont comparables avec une norme
L? de ’erreur qui augmente naturellement au cours du temps mais qui reste tout
a fait raisonnable méme aprés dix périodes. De nouveau, nous pensons qu’une
amélioration de la partie interpolation est nécessaire.

Notons tout de méme que pour ce cas test, nous avons de nouveau comparé
les temps de calculs avec et sans adaptation, et avec et sans diagnostiques (cf.
tableau 6.4.4 en fin de chapitre) et que cette fois, les résultats sont nettement en
faveur du cas adaptatif.

6.4.3 Le faisceau semi-Gaussien

On considére ici un faisceau semi-Gaussien défini par la condition initiale

12 /p2 .
e 2/ & r <,

1
f(rv) = ——
(r.) ma’\/2mh
et f(r,v) = 0 sinon (cf. figure 6.12). Nous étudions son évolution dans un champ
de focalisation appliqué uniforme en z. Nous prenons en compte pour ce cas
test du champ auto-consistant du faisceau. On considére un cas de focalisation

0.8
0.8

0.4
0.2
> 0.0
-0.2
-0.4

-0.86
—0.8

F1G. 6.12 — Faisceau gaussien : représentation de la condition initiale.

uniforme en z avec une dépression du nombre d’onde de 0,25. Ici w = 2 et wy = 1.
a=4/V15,b=1/(2%15) et ng = 27. Les tests ont été réalisés avec un pas de
temps correspondant a 1/32éme de période soit At = 27/(32wy) = 7/16 pour
une grille grossiére de 8 x 8 points avec 5 niveaux de raffinement soient 256 x 256
points pour la grille la plus fine et un seuil de raffinement de 1073.

La figure 6.13 représente ’évolution du nombre de points de la grille adaptée
sur les dix périodes et la figure 6.14 représente 1’évolution du faisceau et du
maillage au cours du temps.

On constate encore que le maillage s’adapte parfaitement a 1’évolution du
faisceau. Bien que le calcul ait de nouveau été fait sur dix périodes, nous n’avons
représenté dans cette figure que I’évolution sur les six premiéres périodes. En effet,
aprés cinq périodes le faisceau tend a se stabiliser comme on peut le constater
avec I’évolution du nombre de points figure 6.13 mais surtout quand on compare
le faisceau et la grille aprés six et dix périodes comme sur la figure 6.15.

6.4.Résultats numériques
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223 7

F1G. 6.13 — Faisceau semi-Gaussien dans un champ de focalisation uniforme en z
avec charge d’espace : évolution sur 10 périodes du nombre de points de la grille
adaptée pour une grille grossiére de 23 x 23 points et 5 niveaux de raffinement
adaptatif.

On représente de nouveau figure 6.16 les solutions adaptées et non adaptées
obtenues aprés dix périodes ainsi que figure 6.17 I’évolution tous les quarts de
période des normes relatives L? et L™ telles que définies formule (6.7).

A nouveau, la technique d’ondelettes semble bonne pour déterminer les en-
droits ol un raffinement de maillage est nécessaire avec une bonne prédiction.
D’autre part les solutions finales aprés dix périodes semblent comparables et
cette fois, les deux normes semblent plus stables avec toutefois une erreur L
étonnement grande dans la deuxiéme période, ce qui pourrait étre di au fait que
c’est & ce moment que le faisceau présente le plus de filamentation.

En ce qui concerne les temps de calculs avec et sans adaptation, et avec et
sans diagnostiques (cf. tableau 6.4.4 en fin de chapitre), les résultats sont cette
fois nettement en faveur du cas non adaptatif.

6.4.4 Temps de calcul

Dans le tableau ci-dessous, nous donnons les temps des calculs pour les cas
tests présentés dans les sous-chapitres précédents.

adaptatif non adaptatif
avec sans avec sans
Cas test diagnostiques | diagnostiques | diagnostiques | diagnostiques
Cylindre 33 :00.04 23 :02.63 14 :02.89 11 :29.65
Gaussien 5 :54.20 0 :55.95 13 :38.06 11 :13.72
semi-Gaussien 52 :49.69 40 :28.40 14 :17.58 11 :47.27

TAB. 6.1 — Temps de calcul sur 10 périodes, dans le cas adaptatif et dans le cas
non adpatatif, avec et sans diagnostiques, pour les différents cas tests effectués
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F1G. 6.14 — Faisceau semi-Gaussien : évolution sur 6 périodes pour une grille
grossiére de 23 x 23 points et 5 niveaux de raffinement adaptatif. Représentation
du faisceau et de la grille adaptative correspondante toutes les 1,5 périodes.
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F1G. 6.15 — Faisceau semi-Gaussien dans un champ de focalisation uniforme
en z avec charge d’espace : comparaison du faisceau et de la grille adaptative
correspondante a 6 et 10 périodes.
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F1G. 6.16 — Faisceau semi-Gaussien dans un champ de focalisation uniforme en
z avec charge d’espace : comparaison aprés 10 périodes des solutions adaptées (a
gauche) et non adaptées (a droite) pour une grille grossiére de 23 x 23 points et
5 niveaux de raffinement adaptatif.
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F1G. 6.17 — Faisceau semi-Gaussien dans un champ de focalisation uniforme en
z avec charge d’espace : évolution sur 10 périodes des erreurs relatives L? (a
gauche) et L™ (a droite) pour une grille grossiére de 23 x 2% points et 5 niveaux
de raffinement adaptatif.

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons développé une méthode utilisant une grille de
I’espace des phases qui évolue au cours du temps. Le principe de base est la mise
au point d’un algorithme adaptatif de maniére a concentrer I’effort de calcul aux
endroits ol les variations de la fonction de distribution sont les plus importantes.
Pour cela, nous utilisons une décomposition de la fonction de distribution dans
une base d’ondelettes. On a utilisé des ondelettes interpolantes (interpolettes)
construites sur des polynomes de Lagrange. Cependant on pourrait considérer
d’autres types d’ondelettes non interpolantes mais qui ont de meilleures proprié-
tés analysantes (oscillations, moments nuls, localisation des singularités, support
plus restreint) d’une part et de meilleures propriétés reconstituantes (régularité,
simplicité, approximation d’ordre élevé, stabilité) d’autre part. Par exemple on
pourrait s’intéresser au cas des coiflettes et aux bases d’ondelettes bi-orthogonales
qui sont trés souples parce que la fonction de reconstitution porte sur I’ondelette
1 et la fonction d’analyse sur I'ondelette duale 1/~J ou la “dualité” est définie par
la relation ()(- — k), (- —1)) = 8. Les résultats numériques obtenus par cette
méthode sont satisfaisants d’un point de vue qualitatif. Il reste encore a faire
un travail de validation de la méthode du point de vue quantitatif. La méthode
est pour l'instant uniquement implémentée en 2 deux dimensions de ’espace des
phases r et v, avec vy = 0. L’extension a des vy quelconques ne devrait pas poser
de problémes. I’étape importante qui reste a accomplir est le passage au 4D.
Comme nous 'avons vu, 'algorithme que nous utilisons s’étend sans probléme
4 une dimension quelconque. Par contre pour que la méthode s’avére efficace,
il devient indispensable en 4D de la paralléliser. Or en raison de I’évolution du
maillage au cours du temps, il est difficile d’atteindre un bon équilibrage des
charges sur les processeurs.

6.5.Conclusion



238 Méthodes adaptatives pour I’équation de Vlasov

6.5.Conclusion



239

Bibliographie

[1] R. Abgrall, Design of an essentially non-oscillatory reconstruction procedure
on finite-element type meshes, Rapports de Recherche INRIA, No 1584,
(1992).

[2] R. Abgrall, F.C. Lafon ENO schemes on unstructured meshes, Rapports de
Recherche INRIA, No 2099, (1993).

[3] R.A. Adams, Sobolev spaces, Pure and Applied Mathematics, A series of
monographs and textbooks, Academic Press, 1975.

[4] T.P. Armstrong, Numerical studies of the nonlinear Vlasov equation, Phys.
Fluids 10, 1269, (1967).

[5] T.P. Armstrong, D. Montgomery Asymptotic state of the two-stream insta-
bility, Plasma of Phys., 1(4), 425, (1967).

[6] T.D. Arber, R.G.L. Vann, A critical comparaison of Eulerian-Grid-Based
Vlasov solvers, J. Comput. Phys. 180, 2002, pp 339-357.

[7] A.A. Arsenev, Global existence of a weak solutions of Vlasov’s system of
equations, U.S.S.R. Comput. Math. Math. Phys. 15, (1975), 131-143.

[8] A.A. Arsenev, Some estimates for the solution of the Viasov equation, (Rus-
sian) zh. Vychiol. Math. i Math. Fiz. (1985) n°1, 80-87.

[9] A.A. Arsenev, Local unigness and existence of classical solution of Vlasov’s
system of equations, Soviet Math. Dokl. 15 (1974), 1223-1225.

[10] K. Asano ,On local solutions of the initial value probleme for the the Viasov-
Mazwell equation, Comm. Math. Phys. 106 (1986), 551-568

[11] L., Bacchelli Montefusco, G. Casciola, Interpolazione di funzioni bidi-
mensionali di classe C', Monografie di Software Matematico IAC-CNR,
Rome,1984.

[12] L., Bacchelli Montefusco, G. Casciola, Algorithm 677 C* surface interpo-
lation, ACM, Transcation on Mathematical Software, Vol 15, No 4, 1989.

[13] D.S. Balsara, C.W. Shu, Monotonocity preserving weighted essentially non-
oscillatory schemes with increasingly high order of accuracy, J. of Comput.
Phys., 160, pp 405-452, (2000).

[14] C. Bardos, P. Degond, Global ezistence for the Viasov-Poisson equation in
3 spaces variables with small initial data, Ann. Inst. Henri Poincaré, Anal.
non linéaire 2, (1985), 101-118.

[15] J. Batt, Global symmetric solutions of the initial value problem of stellar
dynamics, J.Differ. Equations, (1977), 342-364.



240 BIBLIOGRAPHIE

[16] J.Batt, G. Rein, Global classical solutions of the periodic Vlasov-Poisson
system in three dimension, C.R. Acad. Sci. Paris. 313, Ser. I, (1991), 411-
416.

[17] R.E. Barnhill, Representation and approzimation of surfaces, in J.R. Rice,
ed., Mathematical Software III, Academic Press, New York, 1977.

[18] R.E. Barnhill, G. Birkhoff, W.J. Gordon, Smooth interpolation in triangles,
J. Approx. Theory 8 (2), pp 114-128, 1973.

[19] R.E. Barnhill, J.A. Gregory, Compatible smooth interpolation in triangles,
J. Approx. Theory 15, 214-225, 1975.

[20] R.E. Barnhill, F.F. Little, Three and four dimensional surfaces, Rocky
Mountain J. Math. 14, pp 77-102, 1984.

[21] R.K. Beatson, G.N. Newsam, Fast evaluation of radial basis functions : I,
Math. Appli., Vol. 24, (1992), 1-19.

[22] R.K. Beatson, M.J.D. Powell, An iterative method for thin plate spline inter-
polation that employs approximations to Lagrange functions, In Numerical
Analysis, eds. D.F. Griffiths & G.A. Watson, Longman Sci. & Tech., (1993),
17-39.

[23] M.L. Begue, A. Ghizzo, P. Bertrand, Two-dimensional Viasov simulation of
Raman scattering and plasma beatwave acceleration on parallel computers,
J. Comput. Phys., 151, pp. 458-478, (1999).

[24] M.L. Begue, A. Ghizzo, P. Bertrand, E. Sonnendriicker, O. Coulaud, Two-
dimensional semi-Lagrangian Vlasov simulations of laser-plasma interaction
in the relativistic regime, J. Comput. Phys., 62, pp. 367-388, (1999).

[25] M. Bernadou, K. Hassan, Basis functions for general HCTC triangles, com-
plete or reduced Rapports de recherche INRIA, no. 5 (1980).

[26] M. Bernadou, Méthodes d’éléments finis pour les problémes de coques
minces, Recherche en Mathématiques Appliquées, P.G. Ciarlet, J-.L. Lions
éditions, Masson (1994).

[27] M. Bernadou, J.M. Boisserie, The finite Method in Thin Shell Theory :
Application to Arch Dam Simulations, Birkhduser, 1982.

[28] R. Bermejo, A. Staniforth, The conversion of semi-lagrangian advection
schemes to quasi-monotone schemes, Mon. Wea. Rev. 120, pp 2622-2632

[29] R. Bermejo, On the equivalence of semi-Lagrangian schemes and Particle-
In-Cell finite element method, Notes adn Correspondance, Amer. Meteo.
Soc., pp. 979-987, (1990) . 120, pp 2622-2632

[30] R.Bermejo, Analysis of an algorithm for the Galerkin-characteristic method,
Numer. Math. 60, 163-194 (1991).

[31] M. Berzins, A data-bounded quadratic interpolant on triangles and tetrahe-
dra, STAM, J. Comput., Vol 22, No 1, 2000, 177-197

[32] N. Besse, Convergence of a semi-Lagrangian scheme for the one dimensional
Vlasov-Poisson system, & paraitre dans STAM J. of Numer. Anal..

BIBLIOGRAPHIE



BIBLIOGRAPHIE 241

[33] N. Besse, Convergence of classes of high order semi-Lagrangian schemes for
the Viasov-Poisson system, en préparation.

[34] N. Besse, Convergence of a semi-Lagrangian scheme with propagation of
gradients for the Viasov-Poisson system, en préparation.

[35] N. Besse, E. Sonnendrucker Semi-Lagrangian schemes for the Vlasov equa-
tion on an unstructured mesh of phase space, & paraitre dans J. of Comput.
Phys.

[36] N. Besse, F. Filbet, M. Gutnic, I. Paun, E. Sonnendriicker, An adaptive
numerical method for the Viasov equation based on a multiresolution ana-
lysis, in Numerical Mathematics and Advanced Applications ENUMATH
2001, Eds F. Brezzi, A. Buffa, S. Escorsaro, A. Murli, Springer, (2001), pp
437-446.

[37] M. Bézard, Régularité LP précisée des moyennes dans les équations de trans-
port, Bull. Soc. Math. France, 122, (1994), 29-76.

[38] C.K. Birdshall, A.B. Langdon, Plasmas physics via computer simulation,
McGraw-Hill, 1985.

[39] G. Birkhoff, L. Mansfield, Compatible triangular finite elements, J. of Math.
Anal. Appl., 47, (1974) 531-533

[40] J.P. Boris, D.L. Book, Solution of continuity equations by the method of
fluz-corrected transport, J. Comput. Phys., 20, (1976), 397-431.

[41] F. Bouchut, F. Golse, M. Pulvirenti, Kinetic equations and asymptotic
theory, Gauthier-Villars, series in Applied Mathematics, (2000).

[42] J.P. Boyd, Asymptotic coefficients of Hermite function series, J. Comput.
Phys. 54, 382, (1984).

[43] H. Brezis, Analyse fonctionnelle, théorie et applications, Mathématiques ap-
pliquées pour la maitrise, Masson 1992.

[44] M.D. Buhmann, Multivariate cardinal interpolation using radial basis func-
tions, Constr. approx. 6 (1990), 225-256.

[45] M.D. Buhmann, Multivariate interpolation with radial basis functions, Uni-
versity of Cambridge, DAMPT 1988 /NA8 (1988).

[46] F.F. Chen, Introduction to plasma physics, Plenum Press, 1974, New York.

[47] C. Hu, C.W. Shu, Weight essentially non-oscillatory schemes on trigngular
meshes, J. of Comput. Phys., 150, 97-127, (1999)

[48] C.Z. Cheng, G. Knorr, The integration of the Vlasov equation in configura-
tion space, J. Comput. Phys., 22, (1976), 330-351.

[49] P.G. Ciarlet, Introduction o ’analyse numérique matricielle et a l’optimisa-
tion, Nasson, 1994.

[50] P.N. Childs, K.W. Morton, Characteristic Galerkin methods for scalar
conservation laws in one dimension, SIAM J. Numer. Anal., Vol. 27, No. 3,
pp- 553-594, 1990.

BIBLIOGRAPHIE



242 BIBLIOGRAPHIE

[51] A. Cohen, S.M. Kaber, S. Miiller, M. Postel, Fully adaptative multiresolution
finite volume schemes for conservation laws, Math. Comput. 72, No 241, pp
183-225, (2003).

[52] A. Cohen, Numerical analysis of wavelet methods, studies in mathematics
and its applications, 32, North-Holland, Elsevier, 2003.

[53] A. Cohen, Ondelettes et traitement numérique du signal, Recherche en Ma-
thématiques Appliquées, RMA 25, Eds P.G. Ciarlet et J.L. Lions, Masson,
1992.

[54] J. Cooper, A. Klimas, Boundary vlaue problems for the Vlasov-Mazwell
equation in one dimension, J. Math. Anal. Appli., (1980), 306-329.

[65] P. Colella and P.R. Woodward , The picewise parabolic method (PPM) for
gas-dynamical simulations, J. Comput. Phys. 54, 174 (1984)

[56] M. Crouzeix, A.L. Mignot, Analyse numérique des équations différentielles,
Masson, 1992.

[57] G.-H. Cottet, P.-A. Raviart, Particle methods for the one-dimensional

Viasov-Poisson equations, SIAM J. Numer. Anal., Vol 21, No 1, (1984),
52-76.

[58] I. Daubechies, Ten lectures on wavelets, STAM, 1992.

[59] 1. Daubechies, Orthonrmal bases of compactly supported wavelets, . Comm.
on Pure and Appl. Math., Vol XLI, 909-996, (1988).

[60] I. Daubechies, Orthonrmal bases of compactly supported wavelets II. varia-
tions on a theme , STAM, J. Math. Anal., Vol 24, No 2, 499-519, (1993).

[61] P. Degond, Régularité de la solution des équations cinetiques en physique
des plasmas, Séminaire équations aux dérivées partielles de 1’école polytech-
nique, 1985-1986.

[62] P. Degond, Local existence of the solutions of the Viasov-Mazwell equations
and convergence to the Vlasov-Poisson equations for infinite light velocity,
Math. Meth. Appli. Sci. 8 (1986), 533-558.

|63] P. Degond, P.A. Raviart, On the parazial approzimation of the stationary
Viasov-Mazwell system, Math. Mod. and Meth. Appl. Sci., Vol3, 4, (1993)
513-562.

[64] P. Degond, B. Lucquin-Desreux, The Fokker-Planck asymptotics of the
Boltzmann collision operator in the Coulomb case, Math. Mod. and Meth.
Appl. Sci., 2, (1992) 167-182.

[65] J.L Delcroix, A. Bers, Physique des plasmas, Tome 1 & 2 Savoirs Actuels,
CNRS édition, (1994).

[66] J. Denavit, B.W. Doyle, R.H. Hirsch, Phys. Fluids 11, 2241 (1968).
[67] J. Denavit, W.L. Kruer, Phys. Fluids 14, 1782 (1971).

[68] L. Desvilettes, On asymptotics of the Boltzmann equation when collisions
become grazing, Transport Theory Statist. Phys. 21 (1992), pp. 259-276.

[69] R.J. Diperna, P.L. Lions, Solutions globales d’équations du type Vlasov-
Poisson, C.R. Acad. Sci. Paris Ser. I, 307, (1988), 655-658.

BIBLIOGRAPHIE



BIBLIOGRAPHIE 243

[70] R.J. Diperna, P.L. Lions, Global weak solution of Vlasov-Mazwell system,
Comm. Pure Appli. Math., 42 (1989), 729-757.

[71] R.J. Diperna, P.L. Lions, Global weak solution of kinetic equations, Rend.
Sem. Math. Univ. Politec. Torino, 46, (1988), 259-288.

|72] R.J. Diperna, P.L. Lions, Y. Meyer, L? regularity of velocity averages, Ann.
Inst. Henri Poincaré, Analyse non linéaire, 8, (1991) 271-287.

[73] J. Douglas Jr., T.F. Russell, Numerical methods for convection-dominated
diffusion problems based on combining the methds of characteristics with
finite element or finite difference procedures, SIAM, J. Numer. Ana., 19,
(1982), 871-885.

[74] J. Duchon, Interpolation des fonctions de deuz variables suivant le principe
de la flexion des plaques minces, RAIRO, analyse numérique 10, No. 12,
(1976) 5-12.

[75] J. Duchon, Splines minimizing rotation-invariant semi-norms in Sobolev
spaces, in Contructive theory of functions of several variables, Lecture Notes
in Mathematics 57, eds W. Schemp & K keller, Springer-Verlag, (1977), 85-
100.

[76] J. Duchon, Sur Uerreur d’interpolationdes fonctions de plusieurs variables
par les D™-splines, RAIRO, analyse numérique, Vol. 12 (1978) 325-334.

[77] N. Dyn, Interpolation and approzimation by radial and related functions, in
Approximations theory VI (C.K. Chui, L.L. Schumacher, and J.D. Ward ,
eds), Vol. 1, Acad. Press, 1989.

[78] N. Dyn, D. Levin, S. Rippa, Numerical procedures for surfaces fitting of
scattered data by radial functions, SIAM J. Sci. Stat. Comput., Vol. 7,
(1986) 639-659.

[79] N. Dyn, D. Levin, Interpolating subdivision schemes for generation of curves
and surfaces, Internat. Ser. Numer. Math., 94, 91-106, (1990).

[80] T. Eirola, Sobolev characterization of solution of dilation equations, SIAM,
J., Math., Anal., Vol 23, No 4, 1015-1030, (1992).

[81] M. Falcone, R. Ferretti, Convergence analysis for a class of High-Order semi-
Lagrangian advection schemes, SIAM, J. Numer. Anal. Vol 35, No3, pp 909-
940, (1998).

[82] G. Farin, A modified Clough-Tocher interpolant, CAGD 2, North-Holland,
(1985), 19-27.

[83] H. Figua, F. Bouchut, M.R. Feix, E. Fijalkow, Instability of the filtering
method for Viasov’s Equation, J. Comput. Phys., 159, (2000), 440-447.

[84] E. Fijalkow, A numerical solution to the Vlasov equation, Comput. Phys.
Commun., 116, (1999), 319-328.

[85] F. Filbet, Convergence of a finite volume scheme for the Viasov-Poisson
system, SIAM, J. of Numer. Anal., 39, (2001), no. 4, 1146-1169.

[86] F. Filbet, Contribution & l’analyse et a la simulation numérique de I’équation
de Viasov, Thése de I'université de Nancy, (2001).

BIBLIOGRAPHIE



244

BIBLIOGRAPHIE

[87] F. Filbet, E. Sonnendriicker, P. Bertrand, Conservative Numerical schemes
for the Viasov equation, J. Comput. Phys., 172-1, (2000), 166-187.

[88] F. Filbet, E. Sonnendriicker Comparaison of Eulerian Vlasov solvers, Com-
put. Phys. Comm., 150, (2003), 247-266.

|89] F. Filbet, M. Gutnic, I. Paun, E. Sonnendriicker, Etude de méthodes nu-
meériques pour la simulation de faisceaux de particules dans un champ de
focalisation périodique, Rapport CEA (2003)

[90] E. Forest, J. Bengtsson, Application of the Yoshida-Ruth techniques to im-
plicit integration and multi-map ezplicit integration, Phys. Let. A 158 (1991)
99-101.

[91] R. Franke, Scattered data interpolation tests of some methods, Math. Com-
put., Vol.38, (1982), 181-200.

[92] R. Franke, Locally determinde smooth interpolation at irregularly spaced
points in several variables, J. inst. Maths. Applics, 19, (1977), 471-482.

[93] R. Franke, G. Nielson, Smooth interpolation of larges sets of scattered data,
Int. J. Numer. Meth. in Engin., Vol. 15, (1980) 1691-1704.

[94] R.R.J. Gagné, M.M. Shoucri, A splitting scheme for the numerical solution
of a one-dimensional Vlasov equation, J. Comput. Phys. 24, 445 (1977)

[95] R. T. Glassey, The cauchy problem in kinetic theory, Society for Industrial
and Applied Mathematics (STAM), Philadephia, PA, 1996.

[96] R.T. Glassey, J. Schaeffer, On symmetric solutions of the relativistic Vlasov-
Poisson system, Comm. Math. Phys., 101,(1985), 459-473.

[97] R.T. Glassey, J. Schaeffer, The “two and one-half-dimensional relativistic
Viasov-Mazwell system, Comm. Math. Phys., 185, (1997), 257-284.

[98] R.T. Glassey, J. Schaeffer, The “one and one-half-dimensional relativistic
Viasov-Mazwell system, Math. Meth., Appl. Sci. 13, (1990), 169-179.

[99] R.T. Glassey, J. Schaeffer, Convergence of a particle method for the relati-
vistic Vlasov-Mazwell system, STAM J. Numer. Anal. 28, (1991), 1-25.

[100] R.T. Glassey, W.A. Strauss, Singularity formation in a collisionless plasma
could only at high velocities, Arch, for, Rational Mech. and Anal., 92, (1986),
59-90.

[101] R.T. Glassey, W.A. Strauss, Large velocities in the relativistic Vlasov-
Mazwell equations, J. Fac. Sci. Univ. Tokyo Sect. IA Math, 36, (1989),
615-627.

[102] D. Goldman, T. J. Kaper, Nth-order operator splitting schemes and non-
reversible systems SIAM J. Numer. Anal., 33 (1996), pp. 349-367.

[103] W.J. Gordon, Distributive lattices and the approzimation of multivariate
functions, in 1.J. Schoenberg; ed., Approximations with Special Emphasis
on Splines, University of Wisconsin Press, Madison, 1969.

[104] W.J. Gordon, J.A. Wixom, Shepard’s method of “metric interpolation”
to biwariate and multivariate interpolation, Math. Comp., Vol. 32, No
141,(1978) 253-264.

BIBLIOGRAPHIE



BIBLIOGRAPHIE

245

[105] F.C. Grant, M.R. Feix, Fourier-Hermite solutions of the Vlasov equation
in the linearizes limit, Phys. Fluids, 10, 696 (1967a)

[106] F.C. Grant, M.R. Feix, Phys. Fluids, 10, 1356 (1967b)

[107] Y. Guo, Global weak solution of the vlasov-Mazwell system with boundary
conditions, Comm. Math. Phys., 157, (1993), 245-263.

[108] P. Guillaume, Optimisation non linéaire, Cours Génie Mathématique et
Modélisation, quatriéme Année, INSA, 1998.

[109] B. Gustafsson, H.-O. Kreiss, J. Oliger, Time dependent problems and dif-
ference methods, Pure and applied mathematics, Wiley, 1995.

[110] Handbook of numerical analysis, Finite element methods, Volume II, P.G.
Ciarlet and J.L. Lions editors, North-Holland, 1991.

[111] Y. Hasbani, E. Livne, M. Bercovier, Finite elements and characteristics
applied to advection-diffusion equations, Comput. & Fluids, 11 (1983) 71-
83.

[112] G. Herron, Smooth closed surfaces with discrete triangular interpolants,

CAGD 2, North Holland, (1985) 297-306.

[113] J.B Hiriart-Urruty, C. Lemarechal Conveze analysis and minimisation al-
gorithms, Springer-Verlag, 1993.

[114] R.W. Hockney, J.W. Eastwood, Computer simulation using particles,
McGraw-Hill, 1981.

[115] J.P. Holloway, Spectral velocity discretizations for the Viasov-Mazwell equa-
tions, Trans. Theory and Statistical Phys. 25, 1 (1996).

[116] E. Horst, On the classical solutions of the initial value problem for the
unmodified nonlinear Viasov equations I : general theory, II : special cases,
Math. Meth. Appli. Sci., 3, (1981) 229-248; 4, (1982), 19-32.

[117] E. Horst, On the asymptotic growth of the solutions of the Vlasov-Poisson
system, Math. Meth. Appli. Sci., Vol 16, (1993), 73-85.

[118] S.V. Iordanskii, The Cauchy problem for kinetic equation of plasma, Transl.
I1. Ser. An. Math. Soc., 35, (1964), 351-363.

[119] R. Illner, H. Neunzert, An ezistence theorem for the unmodified Viasov’s
equation , Math. Math. Appl. Sci 1, 530-544 (1979).

[120] E. Isaacson, H.B. Keller, Analysis of numerical methods, John Wiley &
Sons, Inc., New York, (1966).

[121] B. Izrar, A. Ghizzo, P. Bertrand, E. Fijalkow, M.R. Feix, Comput. Phys.
Commun., 52, 375 (1989).

[122] M.J. Johnson, A bound on the approzimation order of surfaces splines,
Constr. Approx. 14, (1998), 429-438.

[123] M.J. Johnson, Approzimation in L,(R%) from spaces spanned by the per-
turbed integer translates of a radial function, J Approx. Theory 107, (2000),
163-203.

BIBLIOGRAPHIE



246

BIBLIOGRAPHIE

[124] G. Joyce, G. Knorr, H.K. Meier, Numerical integration methods of the Via-
sov equation, J. Comput. Phys. 8, 53 (1971b).

[125] F. Kikuchi, On a finite element scheme based on discrete Kirchoff Assump-
tion, Numer. Math. 24, pp 211-231, Springer-Verlag 1975.

[126] A.J. Klimas, Numerical method based on te Fourier-Fourier transform ap-
proach for modelling 1-D electron Plasma evolution, J. Comput. Phys., 50,
(1983), 270.

[127] A. Klimas, A method for overcoming the velocity space filamentation pro-
blem in collisionless plasma model solutions, J. Comput. Phys., 68, (1987),
202-226.

[128] A. Klimas, W.M. Farell, A splitting algorithm for the Vlasov simulation
with filamentation filtration, J. Comput. Phys., 110, (1994), 150-163.

[129] G. Knorr, Z. Naturforch, A 18, 1304 (1963).
[130] G. Knorr, J. Comput. Phys. 13, 165 (1973).

[131] N.A. Krall, A.W. Trivelpiece, Principles of plasma physics, International
series in pure and applied physics, McGraw-Hill, 1973.

[132] J. Kuntzmann, Méthodes numériques, interpolation-dérivées, Dunod, Paris,
1959.

[133] R. Kurth, Das Anfangswertproblem der stellardynamick,2, Astrophys., 30,
(1952), 213-229.

|134] B. Lapeyre, E. Pardoux, R. Sentis, Méthodes stochastiques pour les équa-

tions de transport et de diffusion, Mathématiques & Applications, SMAI,
(1998).

[135] P. Lascaux, R. Théodor, Analyse numérique matricielle appliquée a ’art
de lingénieur, 1 et 11, Masson, (1993).

[136] C.L. Lawson, C'-compatible interpolation over triangles, NASA-CR-
147946, Technical Memorandum 33-770, Jet Propulsion Laboratory, Ins-
titute of Technologie of Pasedena, California, 1976.

[137] A. Le Mehauté, Interpolation et approzimation par des fonctions polyno-
miales par morceaur dans R™, Thése de I'université de Rennes I, (1984).

[138] R. J. Leveque, Numerical methods for conservation laws, Lectures in Ma-
thematics : ETH Ziirich, Birkhauser, 1992.

[139] E. Lifchitz, L. Pitayevski, Cinétique physique, Tome 10, ed. MIR 1990.

[140] P.-L. Lions, B. Perthame, Propagation of moments and regularity for the
3-dimensional Viasov-system, Invent. Math., 105, (1991), pp 415-430.

[141] G.G. Lorentz, Approzimation of functions, Holt, Rinehart and Winston,
1966. 1990.

[142] D.G. Luenberger, Linear and nonlinear programming, Addison-Wesley,
1984

[143] W. Madych, S.A. Nelson, Polyharmonic cardinal splines, J. Approx. Theo.
60, No. 2, (1990), 141-156.

BIBLIOGRAPHIE



BIBLIOGRAPHIE 247

[144] G. Manfredi, Long time behaviour of non linear landau damping, Phys.
Rev. Letters., 79, (1997), 2815-2818.

[145] A. Mangeney, F. Califano, C. Cavazzoni, P. Travnicek, A numerical scheme
for the integration of the Viasov-Mazwell system of equations, J. Comput.
Phys., 179, (2002), 495-538.

[146] L. Mansfield, Higher order compatible triangular finite element, Mumer.
Math. 22, (1974) 89-97.

[147] P. Mineau, Simulation en physique des plasmas, PHD thesis, Orléans,
France (1997).

[148] M. Minoux, programmation mathématique, théorie et algorithmes, Dunod,
1983.

[149] J. Meinguet, Multivariate Interpolation at arbirary points made simple, J.
Appl. Math. Phys. 30, (1979), 292-304.

[150] Y. Meyer, Ondelettes et opérateurs, 1, ondelettes, Herman, 1990. J. Appl.
Math. Phys. 30, (1979), 292-304.

[151] T. Nakamura, T. Yabe, Cubic interpolated propagation scheme for solving
the hyper-dimensional Vlasov-Poisson equation in phase space, Comput.
Phys. Comm., 120, (1999), 122-154.

[152] T. Nakamura, R. Tanaka, T. Yabe, K. Takizawa Ezactly conservative semi-
Lagrangian scheme for multi-dimensional hyperbolic equations with directio-
nal splitting technique, J. Comput. Phys., 174, (2001), 171-207.

[153] .M. Navon, implementation of a posteriori methods for enforcing conserva-
tion of potential enstrophy and mass in discretized shallow-water equations

models, Mont. Weath. Rev., Vol 109, (1981) 946-958.

[154] .M. Navon, The bayliss-Isaacson algorithm and the constraint restoration
method are equivalent, Meteorol. Atmos. Phys., Vol 37, (1987) 143-152.

[155] G. Nielson, Minimum norm interpolation in triangles, S.I.A.M. J. Numer.
Anal., 17, (1980), 44-62.

[156] G. M. Nielson, The side-vertex method for interpolation in triangles, J.
Approx. Theory 25, pp 318-336, 1979

[157] G.M. Nielson, R. Franke, Surface construction based upon triangulation, in
Surfaces in CAGD, R.E. Barnhill, W. Boehm (eds.), North-Holland, 1983.

|158] H. Neunzert, J. Wick, Die theorie de asymptotischen verteiling und die
numerische losung von integrodifferentialgleichungen, Numer. Math. 21, pp.
243-243, (1973).

[159] G. Niirnberger, Approzimation by spline Functions, Springer-Verlag,
(1980).

[160] P. Percell, On cubic and quartic Clough-Tocher finite element, SIAM J.
Numer. Anal., Vol. 13, No 1, (1976) 100-103.

[161] K. Pfaffelmoser, Global classical solutions of the Vlasov-Poisson system
in three dimensions for general initial data, J. Diff. Equations, 95, (1992),
281-303.

BIBLIOGRAPHIE



248

BIBLIOGRAPHIE

[162] K. Pfaffelmoser, Globale Lisungen des dreidimensionalen Viasov-Poisson
Systems, Dissertation, Miichen, 1989

[163] T.N. Phillips, A.J. Williams Conservative semi-Lagrangian finite volume
schemes, Numer. Methods Partial Differential Eq., 17, (2001), 403-425.

[164] T.N. Phillips, A.J. Williams, A semi-Lagrangian finite volume method for
Newtonian contarction flows, SIAM, J. Sci. Comput. Vol 22, No 6, pp.
2152-2177.

[165] Z. Ping, Q. Qingjiu, On the existence of almost global weak solution to
multidimensional Vlasov-Poisson equation, Cheenese Ana. Math. Serie B
n°3 (1998), 381-390.

[166] O. Pironneau, On the transport-diffusion algorithm and its applications to
the Navier-Stokes equations, Numer. Math. 38, pp. 309-332, (1982)

[167] M. J. D. Powell, Radial basis functions for multivariate approzimations,
in Algorithms for approximation (J.C. Mason and M.G. Cox, eds) oxford
University Press, 1987.

[168] M. J. D. Powell, Theory of radial basis function approzimation in 1990, in
Advances in numerical Analysis, Vol. I : Wavelets subdivisions Algorithms,
and radial basis functions, ed W.A. Light, Clarendon Press (Oxford), (1992),
105-210.

[169] M. J. D. Powell, Some alogorithms for thin plate spline interpolation to
functions of two wvariables, in Advances In computational Mathematics :
New Delhi, India, eds. H.P. Dikshit and C.A. Micchelli, World scientific
(Singapore), (1994), 303-319.

[170] M. J. D. Powell, The uniform convergence of thin plate spline interpolation
in two dimensions, Numer. Math. 68, (1994), 107-128.

[171] M. J. D. Powell, M. A. Sabin, Piecewise quadratic approzimations on tri-
angles, ACM trans. on Math. Soft., vol 3, No 4, (1977), 316-325

[172] P. M. Prenter, Splines and variational methods , Wiley Classics Library,
1975.

[173] A. Priestley, A quasi-conservative version of the semi-lagrangian advection
scheme, Mon. Wea. Rev. 121, pp 621-629.

[174] P-A. Raviart, An analysis of particle methods, In : F. Brezzi, ed., Nume-
rical Methos in Fluid Dynamics. Lecture Notes in Mathematics, Vol. 1127.
Springer, Berlin Heidelberg New York, (1985).

[175] M. Reiser, Theory and design of charged particle beams, Wiley series in
beam physics and accelerator technology, (1994).

[176] R. Robert, Unicité de la solution faible G support compact de ’équation de
Vlasov-Poisson, C.R. Acad. Sci. Paris, Ser. I, 324, (1997), 873-877.

[177] A. Robert, A stable numerical integration scheme for the primitive meteo-
rological equations, Atmos. Ocean. 19, 35-46, (1981).

[178] P. Sablonniére, Interpolation d’Hermite par des surfaces de classe C' qua-
dratiques par morceauz, dans Actes du deuxiéme congrés international sur
les méthodes numériques de I'ingénieur (Dunod, Paris) 175-185.

BIBLIOGRAPHIE



BIBLIOGRAPHIE

249

[179] P. Sablonniére, Composite finite elements of class C*, J. of Comput. Appl.
Math. 12&13 (1985) 541-550.

[180] P. Sablonniére, Error bounds for Hermite interpolation by quadratic splines
on an a-triangulation, IMA J. of Numer. Anal., 7, (1987), 495-508.

[181] R, Schaback, Error estimates and condition numbers for radial basis func-
tion interpolation, Adv. in Comput. Math. 3, (1995) 251-264.

[182] R, Schaback, Comparaison of radial basis function interpolants, In : Multi-
variate approximation fron CAGD to wavelets (H. Jetter, F. Utreras, eds.),
London, World Scientific, 293-305.

[183] R, Schaback, Approzimation by radial basis functins with finitely many
centers, Constr. Approx. 12, 331-340, (1996)

[184] J. Schaeffer, Global existence for the Poisson-Vlasov system with nearly
symmetric data, J. Diff. Eq., 69,(1987), 111-148.

|185] J. Schaeffer, Global existence of smooth solutions to the Vlasov-Poisson sys-
tem in three dimension, Comm. in Partial Differential equations, 16 (8&9),
(1991), 1313-1335.

[186] J. Schaeffer, Convergence of a difference scheme for the Vlasov-Poisson-
Fokker-Planck system in one dimensions, SIAM J. Numer. Anal., 35, No.
3, 1149-1175, (1998).

[187] M.M. Shoucri, R.R.J Gagné, A multistep technique for the numerical so-
lution of a two-dimensional Vlasov equation, J. Comput. Phys. 23 (1977)
242.

[188] M.M. Schoucri, G. Knorr, Numerical integration of the Viasov equation, J.
Comput. Phys. 14 (1974) 84.

[189] J.W. Schumer, J.P. Hooloway, Viasov simulations using velocity-scaled Her-
mite representations, J. Comput. Phys. 144 (1998) 626-661.

[190] J.S. Scroggs, F.H.M. Semazzi, A conservative semi-Lagrangian method for
multidimensional flutds dynamics applications, Numer. Meth. for Part. Diff.
Egs., 11 445-452 (1995).

[191] D. Shepard, A two-dimensional interpolation function for irreqularly-spaced
data, in Proceeding ACM National Conference (1968), 517-524.

[192] R. Sibson, G. Stone, Computation of thin plate splines, SIAM J. Sci. Stat.
Comput., Vol. 12, (1991), 1304-1313.

[193] E. Sonnendriicker, J. Roche, P. Bertrand, A. Ghizzo, The semi-Lagrangian
method for the numerical resolution of Vlasov equations, J. Comput. Phys.,
149 (1996), 841-872.

[194] O. Coulaud, E. Sonnendriicker, E. Dillon, P. Bertrand, A. Ghizzo, Paral-
lelisation of semi-Lagrangian Vlasov codes, J. Comput. Phys., 61 (1999),
435-448.

[195] P.K. Smolarkiewicz, J.A. Pudykiewicz, A class of semi-Lagrangian ap-
proximation for fluids, J. Atmospheric Sci., 49 (1992), 2082-2096.

BIBLIOGRAPHIE



250

BIBLIOGRAPHIE

[196] A. Staniforth, J. Cote, Semi-Lagrangian integration schemes for atmosphe-
ric models-a review , Monthly Weather Review, 119 (1991), pp. 2206-2223.

[197] S. Gravel, A. Staniforth, A Mass-conserving Semi-Lagrangian scheme for
the Shallow- Water Equations, Mont. Weath. Rev., (1994) 243-248.

[198] R. Tanaka, T. Nakamura, T. Yabe, Constructing ecractly conservative
scheme in a non-conservative form, Comp. Phys. Comm., 126 (2000), 232-
243.

[199] T. Tang, The Hermite spectral method for Gaussian-type function, SIAM,
J. Sci. Comput. 14, 594 (1993).

[200] S. Ukai, T. Okabe, On classical solution in the large in time of two dimen-
sional Vlasov’s equation, Osaka, J. Math. 15, (1978), 245-261.

[201] H.D. Victory, K. Ganguly, On the convergence of particle methods for mul-
tidimensional Vlasov-Poisson systems, S.I.A.M. J. Numer. Anal., Vol 26,
No. 2, (1991), 249-288.

[202] H.D. Victory, E.J. Allen, The convergence theory of particle-in-cell methods
for multidimensional Vlasov-Poisson systems, S.I.LA.M. J. Numer. Anal.,
Vol 28, No. 5, (1991), 1207-1241.

[203] H.D. Victory, G. Tucker, K. Ganguly, The convergence analysis of the fully
discretized particle methods for solving Vlasov-Poisson systems, S.I.A.M. J.

Numer. Anal., Vol 28, (1991), 955-989.

[204] H.D. Victory, K.J. Havlak, The numerical analysis of random particle me-
thods applied to Vlasov-Poisson-Fokker-Planck kinetic equations, S.I.A.M.
J. Numer. Anal., Vol 33, No. 1, (1996), 291-317.

[205] H.D. Victory, K.J. Havlak, On deterministic particle methods for solving
Vlasov-Poisson-Fokker-Planck systems, S.I.A.M. J. Numer. Anal., Vol 35,
No. 4, (1998), 1473-15109.

[206] H. Wendland, Error estimates for interpolation by compactly supported ra-
dial basis function on minimal degree, J. of Approx. Theory 93, 258-272,
(1998)

[207] S. Wollman, Global in time solutions of the two dimensional Viasov-Poisson
system, Comm. Pure Appli. Math. 33, (1988), 173-197.

[208] S. Wollman, Local existence and uniqueness theory of th Vlasov-Mazwell
system, J. Math. Anal. Appl 127, (1987), 103-121

[209] S. Wollman, On the approzimation of the Viasov-Poisson system by par-
ticles methods, S.I.A.M. J. Numer. Anal. Vol 37, No 4, (2000), 1369-1398

[210] S. Wollman, E. Ozizmir Numerical approzimation of the one-dimensional
Vlasov-Poisson system with periodic boundary conditions, S.I.A.M. J. Nu-
mer. Anal. Vol 33, (1996), 1377-1409

[211] Z. Wu, R. Schaback, Local error estimates for radial basis function inter-
polation of scattered data, IMA J. Numer. Ana, 13, (1993), 13-27.

[212] F. Xiao, T. Yabe, Completely conservative and oscillationless semi-
Lagrangian schemes for advection transportation, J. Comp. Phys., 170
(2001), 498-522.

BIBLIOGRAPHIE



BIBLIOGRAPHIE

251

[213] T. Yabe, F. Xiao, T. Utsumi, The constrained interpolation profile method
for multiphase analysis, J. Comp. Phys., 169 (2001), 556-593.

[214] K. Yosida, Functional Analysis, Springer-Verlag, Berlin, 1971.

[215] H. Yoshida, Construction of higher order sympletic integrators, Phys. Let.
A 150 (1990), 262-268

[216] S. I. Zaki, L. R. Gardner, T. J. M. Boyd, A finite element code for the
simulatiom of one-dimensional Vlasov plasmas, 1 Theory, J. Comput. Phys.,
79 (1988), 184, 1T Applications, J. Comput. Phys., 79 (1988), 200.

[217] S.T. Zalesak, Fully multidimensional fluz corrected transport algorithms for
fluids, J. Comput. Phys., 31-3 : pp. 335-3362, (1979).

[218] Y. Zheng, A. Majda, Ezxistence of global weak solutions to one component
Vlasov-Poisson and Fokker-Planck-Poisson systems in one space dimension
with measures as initial data, Comm. Pure Appli. Math., 47, (1994), 1365-
1401.

BIBLIOGRAPHIE









Résumé : Ce travail est consacré a 1’étude mathématique et numérique de I’équation de
Vlasov sur des maillages non structurés de I’espace des phases. Dans une premiére partie
on présente de nouvelles méthodes numériques de type semi-Lagrangien pour résoudre
I’équation de Vlasov sur des maillages non structurés de 1’espace des phases. L’équa-
tion de Vlasov mettant en jeu des phénomémes physiques multi-échelles on présente
aussi des méthodes numériques adaptatives basées sur une analyse multi-résolution par
ondelettes, conduisant & un raffinement adaptatif de maillages. L’apparition des su-
percalculateurs massivement paralléle permet de considérer ces méthodes en plusieurs
dimensions dans 1’espace des phases. Dans la deuxiéme partie on présente des preuves
rigoureuses de la convergence de plusieurs schémas numériques pour le systéme de
Vlasov-Poisson et des estimations a priori sur la vitesse convergence des suites de solu-
tions construites vers la solution du probléme continu dans le cadre des solutions fortes
et classiques. D’abord on démontre la convergence d’un schéma semi-Lagrangien sur
un maillage non structuré de ’espace des phases avec des hypothéses de régularité mi-
nimales sur les données initiales. Lorsque les solutions classiques sont assez réguliéres,
on prouve la convergence de plusieurs classes de schémas semi-Lagrangien d’ordre élevé
selon que l'on envisage des reconstructions & partir de bases de polynomes de Lagrange
symétriques, de B-splines et d’ondelettes. Enfin on montre la convergence d’un schéma
semi-Lagrangien dans lequel on propage les gradients de la fonction de distribution afin
d’obtenir une reconstrution d’ordre élevé et stable de la solution.

Mots clés : systéme de Vlasov-Poisson, méthodes semi-Lagrangiennes, analyse de
convergence, physique des plasmas, faisceaux de particules chargées.

Abstract : This work is dedicated to the mathematical and numerical studies of
the Vlasov equation on phase-space unstructured meshes. In the first part, new semi-
Lagrangian methods are developed to solve the Vlasov equation on unstructured meshes
of phase space. As the Vlasov equation describes multi-scale phenomena, we also pro-
pose original methods based on a wavelet multi-resolution analysis. The resulting al-
gorithm leads to an adaptive mesh-refinement strategy. Particularly, these numerical
schemes are applied to plasma physics and charged particle beams in the case of two-
, three-, and four-dimensional Vlasov-Poisson systems. In the second part we prove
the convergence and give error estimates for several numerical schemes applied to the
Vlasov-Poisson system when strong and classical solutions are considered. First we show
the convergence of a semi-Lagrangian scheme on an unstructured mesh of phase space,
when the regularity hypotheses for the initial data are minimal. Then we demonstrate
the convergence of classes of high-order semi-Lagrangian schemes in the framework
of the regular classical solution. In order to reconstruct the distribution function, we
consider symmetrical Lagrange polynomials, B-splines and wavelets bases. Finally we
prove the convergence of a semi-Lagrangian scheme with propagation of gradients yiel-
ding a high-order and stable reconstruction of the solution.

Key words : Vlasov-Poisson system, semi-Lagrangian methods, convergence analy-
sis, plasma physics, charged particle beams.



